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ОБ ОДНОЙ ГИБРИДНОЙ СХЕМЕ 
НЕСМЕЩЁННОГО ФИЛЬТРА С КОНЕЧНОЙ 
ИМПУЛЬСНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКОЙ 
И ФИЛЬТРА КАЛЬМАНА 
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@ехапаег.йакоБуап@етай.сот, агтап.4агЬтуап@гаи.ат 
АННОТАЦИЯ 


В данной работе речь идет о том, что в задачах радиолокационной оп- 
тимизации часто возникает вопрос о выборе между фильтром с конеч- 
ной импульсной характеристикой и фильтром Кальмана. Оба этих 
фильтра имеют свои сильные и слабые стороны. В данной работе для 
более оптимальной оценки позиции объекта рассматривается гибрид 
вышеуказанных двух фильтров. 

Ключевые слова: фильтр Кальмана, Импульсный фильтр, Гибрид 


фильтров. 


1. Введение и Обозначения 
В” — п-мерное вещественное векторное пространство; 


АТ — транспонированная матрицы А; 
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[единичная матрица; 

М[Х] - мат. ожидание случайной величины Х;; 

Соз[Х]: = М[ХХ"] - М[ММ[ХТ] - ковариационная матрица 
случайного вектора Х; 

т(А) := >11 ай — след квадратной матрицы А = (а})р;—1. 

В работе рассматривается задача изменения состояния п-мер- 
ного объекта по полученным т-мерным данным от приемника. Обоз- 
начив через Хх его состояние в момент времени Ть, предположим, что 
оно изменяется по заданному закону: 


Хк+1 = ЕкХк + бк, (1.1) 


где Р„-п х п матрица, называемая «матрицей перехода», @„—п хт — 
вещественная матрица, а И’’т — мерный Гауссовский случайный 
вектор с нулевым мат. ожиданием. Обозначим Ок: = Соу[И/,]. 
Допустим, что некоторое устройство измеряет данный объект по 
заданной модели: 
НКО (1.2) 
где Хх Е В’ измерение К — того состояния, Ньт Х п - мерная матрица, 
а/.т — мерный случайный Гауссовский вектор с нулевым мат. ожида- 


нием. Обозначим Ах := Соу[У, |. 
2. Фильтр Кальмана 


Рассмотрим п-мерный вектор на основе полученных измерений. 
Хк = Хк + Кк(Хк — НьХь), (2.1) 


где Хх = Рк_1Хк-1 и Кк — тх п - вещественная матрица. Наша цель 


минимизировать "(С от[Хк — Х |). 


Теорема 1. (см: [1] или [2]). Если определить матрицу К» по дан- 
ной формуле: 
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Кь = РАНГ(НЕРАН; + Вк) "1, (2.2) 
где Ри определяется рекурсивно: 


Ри = Е а Ре Еф + бк кб ььРк = (Г - КьНк)Рь, 


тогда #"(Соъ[Х, — |) = и"(Вь) > тт. 

То есть оценка (2.1) будет оптимальной, когда матрица К» опре- 
деляется по формуле (2.2). Данный способ оценки вектора состояния 
называется «фильтром Кальмана». Заметим, что для работы фильтра 
Кальмана используются матрицы Вх и Ох. Вопрос их описания и оцен- 
ки рассматривается отдельно. 

Фильтр Кальмана дает оптимальную оценку, когда состояние 
объекта меняется по закону (1.1), но в общем случае изменение состо- 
яния объекта задается по данной формуле: 


Хк+1 = ЕкХк + ОКИ. + Ик, (2.3) 


где вектор их — вектор управления, отвечающий за маневрируемость 
объекта. Следовательно, фильтр Кальмана дает оптимальную оценку 
в том случае, когда их = 0, в противном случае фильтр Кальмана не 
дает оптимальной оценки. Вопрос о получении оптимальной оценки 
при ик = 0 рассматривается отдельно, в частности, с использованием 


машинного обучения. 


3. Несмещенный фильтр с конечной импульсной 
характеристикой 


Рассмотрим состояние объекта, исходя из полученных измере- 


ний, с использованием несмещенного фильтра с конечной импульсной 


характеристикой, определенной в работе [6]. 


Й, = Я, +Л.НЕ (ХК — Нк), (3.1) 
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где Я, = Р_1 7—1 и] определяется по формуле: 


Ле = [НЕНь + (Е/к-—1Е) 17". (3.2) 


Матрица /к не обновляется после Мор-итераций. Как было пока- 
зано в работе [6], оценка (3.1) является несмещенной, то есть М [.] = 
М[Хь |, но она не обладает свойством оптимальности, которой облада- 
ет оценка (2.1) с матрицей Кк, определенной по формуле (2.2). Однако 
для вычисления 7, не требуются матрицы Ох и Вх. Кроме того, при 
рассмотрении модели (2.3) данная оценка дает более точную оценку, 
чем про использовании фильтра Кальмана при их = 0. 

Таким образом, заключение следующее: при их = 0 стоит выб- 
рать фильтр Кальмана как основную оценку, если же их = 0, то 
фильтр с конечной импульсной характеристикой будет более правиль- 
ным выбором. Если их был бы известен, то данный вопрос решился 
бы непосредственно, в этой работе рассматривается случай, когда их 
неизвестно, а оценки матриц Ох и Вх неточны (как это обычно бывает 


на практике). 


4. Гибрид фильтра Кальмана и несмещенного фильтра 
с конечной импульсной характеристикой 


Данный вопрос о выборе между оценками (2.1) и (3.1) приводит 
нас к созданию их гибрида, определенным их выпуклой линейной ком- 
бинацией. 

Г; = акб» + (1 — ак), (4.1) 


где ак Е [0,1]. О том, как определить &, далее пойдет и речь. 
Обозначим р» := Р(||Х, —- Хк|| < ||. - Х, |). Если дляХ, и 
Я ИХк — Хи < 1 — Хи то, выбрав Й, как основную оценку, мы бы 


ошиблись на ||Хх — Г: ||, в противном случае ошибка представлялась 
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бы в виде ||, — ПД, ||. Будем рассматривать данную задачу с точки зре- 


ния минимизации максимальной вероятностной ошибки, то есть 





тах(р» |Х» ы Г У к = В.) > тт. 


Подставив (4.1) в полученное выражение, имеем 


тах( Рк(1 — ак) |Хк + 7. , 1- рюах ||Хк + Я. |) > тт. 





Данная задача минимизации эквивалентна задаче 


тах( рк(1 — ак), (1 — ркдак) > тт. (4.2) 


Легко заметить, что при ах = рк вышеуказанное выражение бу- 
дет принимать свое наименьшее значение. Таким образом, чтобы вы- 
числить гибридную оценку надо в первую очередь оценить рк. Так как 
оценки Хки Й, являются несмещенными, можем предполагать, что 
ИХк — Хк 2 = х?и ||, — Хы = У2, где х-М(0,0,) и У-М(0, 05). 
Оценим вероятность Р(х? < у?). 


у? 


Рау) = Ета ]] е а ао ху 
12 


х2<у2 
й + |У „ \?2 5 
= | | г (2) ахау 
21 0102 
—с —|У| 

ай атсЕ9 (52) 
4 
=| | е- ("+1") аЕал = =| | е Р’радар 

оо 0 0 
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Таким образом, для того чтобы минимизировать (4.2), необходимо 
д: 

определить ак, равное атсё9 (=). Для этого необходимо оценить 01 и 
01 


02. Это можно произвести эвристическим образом на основе послед- 
них [-измерений: 





Заметим, что даже если 01 и 6) будут смещенными оценками, то 


б2 (7 (7 02 
= будет несмещенной оценкой для — 
1 


1 


5. Анализ эффективностиподходов и заключение 


Ниже приведены наблюдения ошибок ||, — Х»||, | — ХК и 
|2 = «| ‚ соответственно, для фильтра Кальмана, Несмещенного 





фильтра с конечной импульсной характеристикой (НФКИХ) и гибрид- 
ного фильтра при модели, рассмотренной в работе [4, стр. 48—49]: 





Т? 
Хк тот 0 ра 
_ Ук — 0 1 от т 
о о и, 
Ук 0001 то 
от 
_1 000 
бт о 0 
С примером ковариационных матриц Ох = | ) иБ» = | - 


Для фильтра Кальмана оценки матриц были вычислены, как 
сы ре ей а |2 0.0012 
ь 0.029 0.9238 к ^ [0.0012 5.0289! 
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А для НФКИХ № р. было взято, равным 8. 

Было рассмотрено два возможных случая — на Рис. 1 была расс- 
мотрена модель без маневров (т.е. их = 0 при любом К), а на Рис. 2 
было произведено три случайных маневра. На обоих рисунках коор- 
дината х — номер измерения К, а у — ошибка соответствующего фильт- 


ра. 


яго ячщоа г © чу ч ры 9 © чш 
чмазанза-а- чмчмчачаааячояяотямоюою 


— Фильтр Кальмана  НФКИХ ны Гибридный фильтр 


Рис. 1. Статичный процесс (без маневров). 


чого зогуозог 
ччоззчопокгооса 


105 
113 
121 
129 
137 
145 


2] 
п 
= 


161 
169 
177 
185 
193 
201 
209 
217 


=—= Фильтр Кальмана  ====НФКИХ === Гибридный фильтр 


Рис. 2. Процесс со случайными маневрами. 


12 


Об одной гибридной схеме несмещённого фильтра с конечной импульсной... 





Определим также для трехмерной модели, рассмотренной в ра- 


боте [4, стр. 64]. 


Хк 


Т2 
-® 50: -.0 
Хь 0. 0.7200 в 
Ук ото ото о - 0 
_ |2к об ото от = Я ы 
Хх |’ ®—10-0..10. 120 01 | 
Ук оооото 2 
2к 000001 то о 
ото 
оо т 
тоооо0 
Нк = тооо0 , 
оотооо0о 





С примером ковариационных матриц 


1оо 500 
(к =|0 1 0 ив =|0 5 0. 
001 оо 5 








Для фильтра Кальмана оценки матриц были вычислены, как 


0х = 


0.8261 0.029 0.0148 
0.029 0.9238 0.0199 
0.0148 0.0199 0.918 


0.0012 5.0289 0.031 
0.0005 0.031 4.9917 


и Кк = 











4.928 0.0012 от 


А для НФКИХ №р, было взято, равным 8. 


Как и в предыдущем примере, было рассмотрено два возможных 


случая -— на Рис. 3 была рассмотрена модель без маневров (т.е. их = 0 


при любом К), а на Рис. 4 было произведено три случайных маневра. 


Как можем видеть, при практическом наблюдении гибридный 


фильтр проявляет себя лучше, чем оба других фильтра во всех случа- 


ях. Значимость данной работы заключается в том, что решаются сразу 


два вопроса — точность оценок Ох и Кх и распознование маневров. 


А.А. Дарбинян, А.Р. Акопян, М.А. Хачатурян 13 





а ОНОХ РЫма: об т 
мая оуолкгтоояйя 
а 


118 


о ав 
чо © 
9 яч 


172 


яв 
чя-яая 


217 


< ш 
чм 
чая 


—= Фильтр Кальмана НФКИХ Гибридный Фильтр 


Рис. 3. Статичный процесс (без маневров). 


— Фильтр Кальмана === НФКИХ  —= Гибридный фильтр 


Рис. 4. Процесс со случайными маневрами. 
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1\ А СОМУЕХ ОБОМАТУ 1\ В? 


К. Ататуап, Г. Мпабакапуап 
Кизяап-Аттетап Итуетуйу 
гайкагатуап@уайоо.сот‚у.тпавбакапуат9 5@етай.сот 
АВЗТВАСТ 


ТБе рарег 4еа15 уу пе с1азз1са| ргоетл$ оЁ зюсвазйс {юторэтарВу: 
оашт» шЮппаНоп або а сопуех доташт Нот Фе ФзетБиНоп оЁ 
свагацетзНс$ о {5 К-4ппепз1опа| зесНоп$. ш 1$ рарег, \е зНо\ Ффа% Бе 
епзИу Клсйоп оЁ Фе здиагеа Ф$апсе Бебмееп о ипПогиту 415 шеа 


тапдот рот ш а сопуех дотата 15 сопуех. 
За6с1а55: 53065, 53060, 31А10 
Кеу\уог@5: сопуех зе соп@опа| @зётиноп, ипогу зат шед 


тапдот ро, гап4от свот4. 


1. Пигодисйой 


Тодау, ютозтарБу 1$ опе оЁ Ше гар1@у 4еуеюрше агеаз оЁ 
тафетайс$. деотейлс {отозэгарВу (ве {егт шеодисеа Бу В. Сагапег т 
[4], зее ао [3]) 15 а Йе!4 оРртаетайс$ епоасе4 т ехгасипе шРогтайоп 
або а сеотейлс об]есё Йошт аа оп 15 зесНоп$ ог ргодесйоп$ ю 
гесопзгас{ Фе хеотейлс обуесё. ТВе тат {а$К$ оЁ зюсвазИс {отозэтарВу 
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аге №0 тесопзгасЕ а сопуех доташ Бу Фе ЧзётБиноп оЁ Из гапдот К- 
птепз1опа| зесйопз, ог рго]есНопз оР йе Боду. ТВе зюсВазйс {отозэтарВу 
аЧ4гез$ез пе ЮПо\лие ргоетз: изте фе сопсер Кпо\уп ш зюсвазЯс 
сеотецу, гесе1уез пе\у гергезещаНопз ог Боду спагасет15 сз. А|5о, 151 
Фе даа оРФезе сопсер ш зоте сазез фо гесопз@тас! Пе зВаре оРШе Боду 
Бу ргорозше гесопзгисйоп аеогИил$. ТБе тесопзгиасйоп оЁ сопуех 
Бофез Бу гапдот зесйоп$ таКез # роззЫе ю зпирИКу Фе са1сшайоп 
зшсе таетайса| айс; тео4$ сап Бе ие 10 езИтае е оеотейлс 
свагасет15Яс$ отапдот зесНопз. ТВе пщеота| сеотейлс сопсер!5 зас аз 
Фе 415и1Ьивоп оР Фе 41$апсе Бебмееп Ко гапдот рош ш а сопуех 
дотат О, саггу зоте шЮгтайоп або Д. ш 15 агисе, \уе зво\и а{ Пе 
депзИу РапсНоп ое запагед @з{апсе Бебуееп мо ип огиту Чт шмеа 
гап4от ро ш а сопуех дотла 1$ сопуех. 
Ву Е? \е депое Фе &мо-4итепз!опа! ЕисИ4еап зрасе. 


Оейшюоп 1. А доташ ВеВ?15 саЦеЯ а|тозЁ сопуех  Шеге 

ех!55 а сопуех доташ ОЕВ?, фай 
1>(ВАР) =0 

Веге ВАР = (В/О) ч (О/В) 15 Ве зуттевлс 4Еегепсе оЁВ ап4 О, [> 
15 Ше ГеБезеие ’зтеазиге 1 В?. 

Еог мо ш4ерепаеп ипопи!у 415 15щеа рош65 Р, Р› ша 
сопуех аотат О, Буг = |Р, — Р>| \е депое Фе Фф$апсе Бебхееп Фе 
рот. 


Рейш@опт 2. Тве ситиайуе 415 1Бийоп Рлпсйоп ое 41${апсе 
т Бебмееп \о ип огиу 41$ ще4 гап4от рош! ш а сопуех 
оташ Р дейпед Бу Фе Ююгпша: 


1 


Е-(и) = я ДР, РЬ ЕР} 


Р, ар», (1.2) 


Неге 5 1$ Ше агеа оЁ р, АР; (1 = 1,2) 15 Фе @метеп{ оЁ ГеБезеие?”$ 
теазиге ш А?. 
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Тре сити!айуе 415 1ЪаНоп РалпсНоп оРг?4ейпед Ъу Фе они а 


1 


7 (и) = я ДР, Ри =. 


АР, АР (1.3) 
Мое, Шаё пщеога|5 (1.2) апа (1.3) 40 поё свапее 1 ш$еа4 оЁ 
а|110${ сопуех доташт В \уе 1аКе Ше соггезроп4те сопуех аотат 2. 
Трва{ 1$ \ву Беоу/ ме м ргоуе Ше Шеогетл$ Гог сопуех 4ота1п$. 
Ву [,2(и) ме депое Фе 4епзйу ЕапсНоп оР Фе здиагеа 415{апсе 
Бермееп мо ипогиу 41516 ще4 гапдот рош Р:,Р› ш а сопуех 
отатдр .ТВе тат гезий оЁ 11$ агасе 15 пе КоПо\уш» Шеотет. 


Твеогет 1. Г.её ДеЁ? Ъе ап а|1105ё сопуех дотат. ТВе 4епзИу 
КпсНоп }[,2(и) оЁ Ще зацаге4 Ф@запсе оЁ мо ш4ереп4епе апа 
ипНогту 415616 ие4 рот ш ДО 15 десгеазте ап4 сопуех. 

Або, \е Вауе Фе ЮПо\уше сопзедиепсе оЁ ТВеогет 1. 


Твеогет 2. [её ДЕР? Ъе ап а|п105( сопуех 4отат. Еог К > 2 Фе 
депзИу блпсйоп Г ,к(и) оЁт*, упеге г1з1е а1апсе оРКуо ш4ерепаепи 


ап ип огиу 4156 15\{е4 рот т Д 1$ десгеазте ап4 сопуех. 
2. Тууо едшузептЕ гергезешайоп$ оГ Фе ра: оЁГ ро 


Ву ме 4депое Ше ипи сибе ш сещеге4 аё Фе опот. У\Уе депое Бу 
Фе зрасе оЁ Ппез ш Фе р!апе. \\е изе Ше изиа| рагатеегтайоп ога Ппе, 
р 15 Ше 4 з$апсе оЁ Нот Фе опеш 15 фе апесйоп погтла| №. И 15$ мей 
Кпо\уп фа Фе шуапат теазиге сап Бе десотрозе4 (5ее [1]). 


ад = афар (1.1) 


\уПеге 15 пе @етепЕ оЁ Фе агс теазиге оп. 

\е соп$14ег а раш оЁ рот ш Ше р!апе. ТВеге аге мо еашуаетЕ 
гергеземайопз оЁ Ше ра. 
1. А раш оРрошб сап Бе деетлттеа Бу 1е изиа| Сацезап соог4тайе$ 
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(Р.,Р›) = (жал, Ул, Х2, У2) (2.1) 


2. А рат оГрошб сап Бе д&етитед Бу Ше пе раззше Егоией Фе рот 
ап Го опе-дипепз1опа! соогд4таез, \мев даегише ап4 оп Фе Шпе. 
ТВи$ 


(Р,Р>) = (9,Ё1,&2) = (р,ф, 1,62) (2.2) 


№ ое ае а$ а теРегепсе рошЕ оп © \е 1аКе Ше регреп4@сшаг оЁ Ше 
опеш Оопю. ТВе НапзЮгпт сап Бе тергезещед Бу 1е юПо\лие зузет 


ы = рсо5ф — Е зтф (2.3) 


у; = рутф -— &с0$ф 
Еазу о сайсшШае Фа{ Фе ЛасоМап о Ве тапзКопм 1$ (ее [2]). 


3. РгооЁ о? ТВеогет 1. 


Еог а сопуех доташ ОЕЁ? ап4 ц Е [0, со) (акте шю ассочии (2.4) 
\ууе Вауе 


1 
Е.(и) Ра а р, Ри ‚Р,Р2ЕБ} АР, аР.= 


аа анаь,| 4, (3.1) 


\Пеге #, ап4 $, аге мо роз сВозеп ай гапдот, ш4дерепдеп у ап4 \и 


1 
52 Лор) ее: 21,62 ЕЯ 


ип Ноги 9151Байоп ш Фе зеотепЕ %(2)= д ПО. У\е пее4 0 ргоуе Ше 
ГоПоулие Геттпа. 


Гетита 1. Роги < Х = |х(5)| \е Вауе 


Ю = 2 _ 23 
Диво ни кхе ^ Ча = (хи - ) (3.2) 


апа Гоги > Х = [.(5)| \е Вауе 
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аа 162 Ех Я -ы анае—.. (3.3) 


Ргоо? оЁ Гепа 1. Ву зуттейу \уе Вауе: Юги > Х 


хе х | т. 
а 12 сх о, 2] о Л о 


Еоги <Х 
И 
[ | ыанаь =“ 2 [Хан [Ча - вуаь = 
Ин-ы Ри; > ех(9)} 1 2 1723 и 10 1 2 2— 
Нея 


— 
Гетпта 1 1$ ргоуе4. 
Зибзишиис (3.2) апа (3.3) шю (3.1) ме оМат 


1 2и3 ХЗ 
4) = = ого [а (Хи? — 9) + 5/5] 49, (34) 


Веге [{д} 15 Фе шасаюг Р№псйоп оЁ А. Егот (3.4) Юг Ше ситшайуе 


ФЧ5иаНоп КпсНоп оЁ г? уе Вауе 


2и3/2 


Е,з(и) = (Ми) = опооикке (Хи - А) + ных АН 99. (3.5) 





Еог пе депзИу ВлпсНоп } 2 (м) оЁ заиаге4 @апсе Бебмееп Бо итогу 
фзетЬие рош Р_1, Р_2 ша сопуех 4оташ О, уе тизЕ аегепнае 
ипаег Фе пцерта| $11 11 (3.5). Еог ве денуануе Гог и-2Х? \е ей (ог и=Х? 


уе аззите фа{ Ве депуайуе 1$ 0) 
з 


1 2и2 ХЗ 
В2- о [а (ь = =) в к 49 = 


Ле тьья |Низжа(Х — М4) +0] а9. (3.6) 
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[{ 1$ обу1ои$ фа Ше псНоп ипаег Те пщеста| $1еп ш (3.6) 15 сопуех 
оп фе ицегуа! [0,Х?] ап Фе ицестаноп ув гезрес( ю а роз1Нуе теазиге 
1$ сопуех. ТВеогет 1 1$ ргоуе4. 


4. Ап апоег ргоо? о? Твеогет 1 


Мое Ша ш [5] \маз Юипа Фе ЮПо\лие т@аНноп Бебмееп Фе 
фзбтбиноп РапсНоп ог Фе $ апсе оЁ мо ипоготу 4159 1ще4 ро оЁ 
О апа Фе спот еп @зётбиНоп Рлпсйоп оЁО. 


Твеогет 3. [её О Ъеа сопуех доташтапа Е.(и) 15 Ве ситоануе 
Чета йоп Ашсйоп оЁ фе 415%апсе оЁ мо ш4ерепаеп чп огиу 
4116 ще4 рош ш О, еп 





Ви) = 1-5 ибо) ар + [“у?Ру(р) 4») (4.1) 
Беге Ех(и)гапдот спог4 1еп2 сити!айуе зи Ноп Юпсйоп оЁО. 

Егот Беге \ме сап её Фе ситшайнуе 41$аиНоп КпсНоп оЁ Фе 
5Чааге оР Фе Ч15{апсе оЁ буо шдереп4еп! ап4 ип Могийу @5итщед 
рошв шр 


Ва (и) = и Мо) ар + Мо?) ь) (4.2) 


3 7Й 


Ву сасшанпе депуануе оЁ 1$ Кисйоп, ме у Ш ое депзИу ЮпсНоп 


Г Уи 
Да (и) =-5 (№ - 15 Е) аъ). (4.3) 
Ву сасшайпе фе Иг5ё ап Фе зесопа депуайуе о 4епзИу РпсНоп \е Ш 
се 
| ЙЕ (1-ЕхУи)\ _ Е (ЕхСМ/-т) 
Д.2(и) = == ( Уи == ( Уи ) (4.4) 
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(и) ве (думки) в (2 ея) (4.5) 


252 2и/и 252 2и 2и/и 


[15 обу1юи$ Фаё Фе Йгз{ депуайуе 1$ песайуе ап 1е зесоп4 опе 1$ 
роз1йуе. Непсе опг Рапсйоп 1$ десгеазте ап@ сопуех. 


5. Ргоо? о{ ТВеогет 2 
Гетита 2. [её фе депуануе оЁ Р(х) Ъе а десгеазте поп-пегануе 
сопуех ЁлисНоп дееп4 оп а зеотеп" ап Ше демуануе оЁ@(х) = Р(х*), 


0 < К < 115 або десгеазше ап4 сопуех. 


РгооЁ оЁ ета 2. 
Еог Фе депуайуе оЁ С (х) ме \Ш ое 


6'(х) = КРК) хк- т = 9(%) (5.1) 


апа \Ш са1сшае Фе Йгз{ ап Фе зесоп4 депуануе оЁ 9 (х) 


9) = 2 + КЕ Па х? (5.2) 
9") = КЗ (хх? + (26 — 2) К (хК) хак + КК Пре + 
КК - 1) (Е - 2) (хх (5.3) 


обу1юи$ Ша фе Йг5Е депуайуе ог 09(х) 1$ пегайуе ап Ше зесопа 
епуануе 1$ роз1уе. 


СогоПагу. Его 1$ 1етлта # 1$ обуюи$ Ш ШФеогет 1 15 бе, 
сопзедиепйу, Шеогет 2 1$ а|50 те. 

Мое, Ша Фе сопуегз збаетеш: Пе ег ог по а сопуех дотат О 
15 сопуех Ш фе депзйу ВпсНоп {,2(и) оЁ Фе запаге Ф@запсе оЁ о 


шдерепдеп: ап ип огиу 41516 ще4 рот ш О 15 сопуех гета!л$ ореп. 
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ВЫПУКЛОСТЬ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ РАССТОЯНИЯ 
ДВУХ СЛУЧАЙНЫХ ТОЧЕК В ВЫПУКЛОЙ ОБЛАСТИ В В? 


Р. Арамян, В. Мнацаканян 
Российско-Армянский Университет 
АННОТАЦИЯ 


В данной статье рассматриваются классические задачи стохастической 
томографии: получить информацию о выпуклой области из распределения ха- 
рактеристик ее К-мерных сечений. В данной статье показывается, что функция 
плотности квадрата расстояния между двумя равномерно распределенными 
случайными точками в выпуклой области является выпуклой. 

Подкласс: 53065, 53С60, 31А10 

Ключевые слова: выпуклое множество, условное распределение, равно- 
мерно распределенные случайные точки, случайная хорда. 
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О РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОЙ СИСТЕМЫ 
НЕЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
НА ПОЛУОСИ 


А.К. Кроян 


Армянский национальный аграрный университет 
агру.Ктоуап@тай.ти 
АННОТАЦИЯ 


Данная научная статья посвящена изучению и решению одной сис- 
темы интегральных уравнений с монотонной и выпуклой нелинейнос- 
тью на положительной части числовой прямой. Разные частные случаи 
исследуемых систем имеют непосредственные применения в теории 
р-адической струны, в математической биологии и в кинетической тео- 
рии газов. При определенных ограничениях на нелинейность и на ядро 
исследуемой системы доказана теорема существования покомпонентно 
неотрицательных нетривиальных и ограниченных решений. Изучено 
также асимптотическое поведение построенного решения на бесконеч- 
ности. Приведены конкретные примеры указанных систем для иллюст- 
рации полученных результатов. 

Библиография: 8 наименований. 

Ключевые слова: система интегральных уравнений, нелинейность, 
итерации, монотонность, сходимость. 


1. Введение и формулировка основной теоремы 


Рассмотрим следующую систему нелинейных интегральных 


уравнений: 
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0:(2.(«)) - | Ки) аь  хЕВ 1=12,.т  () 


]1=10 


относительно искомой измеримой вектор-функции 


Разд: = (Вод, д, ‚0 
(Т — знак транспонирования). 
Матричное ядро К(х, 6): = (Ки; (В) — определенная на 
множестве В+ х В *(В*: = [0, +0о)) существенно ограниченная функ- 
ция, удовлетворяющая следующим условиям: 


1) 7(А) = 1, т(А) - спектральный радиус матрицы А = (а; ри : 


О< а: = зир | о (2) 
Хе 
0 


2) существуют функции {К (СЭ) ий 


п 
ты {7 ©}, И ЧИСЛО &0 > 0, удовлетво- 


ряющие следующим условиям: 
2а) К, (-х) = Кихх >00< К. Е 14. (В) [@) Го(Ю), 
| К (х)ах = а, 1] = 1,2, нех У (3) 


(о (№) — пространство существенно ограниченных на ®-функций); 


25) Ко) } пох на В+, 


со 


| хК;; (Ф)ах < +9,  Ь]=1,2,..,п, 
0 
20 < © <1 р 1 —#, Е [4 (В+), А; (Е) Т по Е, 


Шиа 25(6) И 
такие, что 
кю => (К -ь)-Ю +0), 
(ХЕ В*хВ*, []=12,...п. (4) 
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Из условия 1) в силу теоремы Перрона (см. [1]) следует, что 
существует вектор 77 = (71,12, ..., п). с положительными координата- 
ми {17} 1 , для которого 


У ит, =т, Г = 1,2, ...)П. (5) 


ЕЕ, [= 1,2, ..,п. (6) 


Будем считать, что функции {0;(и)}".„ удовлетворяют следую- 

щим условиям: 

А) О; Е ([0,7:|,0;(м) Т пои на[0,7:], Е = 1,2, ...,п, 

В) 0;(м) — выпуклые вниз функции на отрезке [0,7;], Е = 1,2, ...,п, 
С) 0:(1:) =1:, 0:(0) = 0 и функциональные уравнения О;(и) = & и 
имеют положительные решения &;, причем 0 < &; <п;,1= 1,2, ..., п. 

Система (1) для различных видов ядер К;; и нелинейностей 0; 
(удовлетворяющих, соответственно, условиям 1) - 2), 2а) -2с) иА)-С)) 
имеет приложения в теории р-адических открыто-замкнутых струн, в 
математической теории пространственно-временного распростране- 
ния эпидемии и в кинетической теории газов (см.[3-8]). 

При #1; (© =1, ] = 1,2,...,п, когда в (4) имеет место знак 
равенства, система (1) исследована в работе Х.А. Хачатряна (см. [4]). 
Соответствующее скалярное интегральное уравнение (1) при анало- 
гичных ограничениях на ядро и нелинейность достаточно подробно 
было исследовано в работе (см.|[5]). 

В настоящей работе при условиях 1) — 2), 2а) — 2с), А) — С) для 
общей системы (1) доказывается существование покомпонентно не- 
отрицательного нетривиального и ограниченного решения. Более то- 
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го, изучается также асимптотическое поведение построенного реше- 
ния на бесконечности. В заключении работы приводятся частные при- 
меры рассматриваемых систем, имеющие прикладной характер. Ос- 


новным результатом настоящей статьи является следующая теорема. 


Теорема. При условиях 1) — 2), 2а) — 2с) и А) — С) система (1) 
имеет покомпонентно неотрицательное нетривиальное и существен- 


но ограниченное решение }(х): = (р (<), Ь(х), ..., [и (2), причем 


0<Д(=) <1:,хЕВ*", 


т Л) = 1,11 - БЕГ. (В*), = 152,...п. 


2. Доказательство теоремы 


Рассмотрим следующую систему нелинейных интегральных 


уравнений 


ми | бе-ио-в ео) окоаь 
10 


ЕВ+, {= 1,2,....п (1) 


относительно искомой вектор-функции 


т 
Ф(х): = (ф1(4), ф2(4), -.. ‚фи (0) 
Согласно результатам работы [4] система (7) имеет поком- 


понентно неотрицательное нетривиальное ограниченное и непрерыв- 


ное на В+ решение ф(х): = (ф:(х), ф2(^), ... ‚фи (2), удовлетво- 
ряющее следующим условиям: 


0< 4:2) т, хеВ*, Ша фа) = 1, (8) 


О (9) 
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Теперь рассмотрим следующую систему нелинейных инте- 
гральных уравнений: 


(и) = У | (Ви -г-Куе +) офоаь, 
]1=10 
ХЕВ+, [=12,...,п (10) 


относительно искомой вектор-функции 


(в): = (41,4, . фт). 
Для системы (10) рассмотрим следующие итерации: 


о (2) = У | (ке -ю-Вуе +0) Фа 
]1=10 
4: ©) (х) = ПЕ = 1,2, ...п,т = 0,1,2,...ХЕВ*. (11) 


Учитывая условие 2с), и монотонность функций 0;(и), 1 = 1,2, ..., п 
по и, индукцией по т несложно доказать, что 


014," (+) { пот, Е = 1,2,...,п. (12) 


Ниже докажем, что имеют место оценки 
т) > ти (51 Ш е-2"а 
г") > р (т еее”) 
а енот В". (13) 
где числа 0 < &; < 1; определяются из условия С), 


ар* = тт(ра, ро, ..., рп) и числа {р}, — единственным образом из 
следующих характеристических уравнений: 





п со + 

5 [= ; 
Ут | № (бе-ве а = > И (14) 
1= 0 


С этой целью воспользуемся априорной оценкой, доказанной в 
работе [4]. 
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Неравенство (13) для т = 0 непосредственно следует из сле- 
дующей оценки: 


п со 

11 0 
> 501: (1-е`Р`*), | = 1,2,...,п, ХЕВ*. (15) 
Неравенство (13) для т = 0 непосредственно следует из сле- 


дующей оценки 


1<]<п 


п > 11 (1-е?*) > шт (2) 1: (1-е`Р”=), 
) 


1 = 1,2,....п, ХЕВ*. (16) 


Предположим, что неравенство 
1<]<п 


у; (х) > шм (2) 7: (1 — 2-2"), 1= 1,2,...,П, ХЕВ+ 
7 


имеет место при некотором т Е №.Тогда из (11), в силу оценки (15) и 
А)-С) имеем, что 


1<]<п 


0; (д (ее) > шт (=) 7:20 (1 Е е-Р") > 


>0:| шт (=) 7: (1 — а) : 


ь * 
15] п \ 1]; 
Отсюда, в силу условий А) — С), получаем, что 


1<]<п 


у; Ъ (х) > шт (=) 7: (1 — ей) = 1,2,...,П, хХЕВ+. 
7 
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Итак, в силу доказанного, последовательность вектор-функций 


о), р” (х): = (ед ео), Е имеет по- 
точечный предел при т > с: 


Пт (я): =), Е=12,..,п, (17) 


причем предельные вектор-функции 4; (х) в силу теоремы Б. Леви 
(см.[2]) и непрерывности функций{0;(и)}!"| удовлетворяют системе 
(10). Более того, из (12) и (13) следует, что 


тт (2) 1: (1-е?) < у;(х) < 1, 1=12,..п, ЖЕВ*. (18) 
) 


1<]<п 


Проводя аналогичные рассуждения, как в работе [4], с учетом 
условия 2с), можно показать, что 


Шт.) = 1, Ш, Е (В), 1=12,..м, (19) 
4: (х) < Ф(х), Е=12,...,п, хХЕВ+. (20) 


Для системы (1) введем следующие последовательные прибли- 


жения: 


= у | КО Фа» 9, 


]=10 
Е (х) =4,(#), т=о,12,... [= 1,2, ..,п. (21) 


Индукцией по т можно доказать, что 


(©) Тш т 1=12,..п, (22) 
д (ж) < Пр, #=12,..т,т= 0,4,2,..,#Е В+. (23) 


Следовательно, последовательность вектор-функций 


Т 
) 


а ыы @)) т = 0,12, ..., 
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имеет поточечный предел при т - ©: 


Пип Л” (2) = 2(2), [= 1,2,...,п. (24) 


т 

Предельная вектор-функция }(х): = ( ыы (х)) №: 
силу непрерывности функций 0;(и) и теоремы Б. Леви, удовлетво- 
ряет системе (1). Более того, из (22) и (23) следует, что 


(= Фа, ТЕТ, ЖЕВ+. (25) 


Из (19) и (25) непосредственно следует, что 


—ГЕ Г. (В'), Нт Ё(х) = 1,1 = 12, ...,п. (26) 
х—> осо 


Теорема доказана. 
3. Примеры 


В заключении работы приведем несколько частных примеров, 
указанных систем нелинейных интегральных уравнений, имеющих 
приложения в динамической теории р-адических открыто-замкнутых 


струн и в кинетической тории газов. 

Примеры {0; оО 

а) 0; (и) = и 
(п г (РР 


{1:}*, определяются из формул (5) и (6), 


= 1,2,...,п, где р > 2 - нечетное число, а числа 


Ь) 0:(м) = ор + (1 — сум, гдес; Е (0,1), 1 = 1,2, ..., п- числовые 
параметры. 

Примеры ядерных функций {К; } О. ти {7 0} те. 

К 0(®) = Ше®, хЕВ, 
где а;; > 0, Е] = 1,2, ...,п и спектральный радиус матрицы 


А = (а; Аи ‚ Равен Т, 
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Ш) +; (2) = т е- 15 (5; ($)45, ЕВ, ь] = 1,2,...,п, 
где С:;(5) >0, С,ЕС [а, 6), 0 <а<Ь < +0 и спектральный 


радиус матрицы 


($) пхп 
5 


— Ь С: 
А = (2 Л 45). равен 1. 
17 4,(9 =1-б;е`', +> 0, гдеб, Е (0,1), } = 1,2,....п — числовые 
параметры, 
2)1;(® =1-а- = )е-9л”, О, АВ, 


где число = определяется в условии 25). 





пхп 
И наконец, приведем примеры матричного ядра {К Я (х, О} ны 
удовлетворяющего условиям доказанной теоремы: 
ни) Ку (9 = (Ве -9-К (+ 5) АЕ, БЛ = 12, ть 

(хрЕ В+ хВ+, 
2) Ки; (х,) = К(х —Ю, Е= 1,2,....п, ХЕ В+ хВ\, 
13) Ки (х, [9 = К(х — )- К, (х + о, у = 1,2, ...) П, 

(хоЕ В+ хВ:+. 


Автор выражает благодарность своему научному руководителю 
д.ф.м. наук, профессору А.Х. Хачатряну за постановку задачи и за по- 


лезные советы при выполнении работы. 
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ОМ ТНЕ ЗОГУАВПИЛТУ ОЕ ОМЕ ЗУЗТЕМ 
ОЕ МОМЫМЕАВИУТЕСВАГ, ЕОЧАЛТОМ$ ОМ А УЕМ1-АХ!$ 


А. Кгоуап 
Аттетап Манопа! Аэтатап Иптуег5Йу 
АВЗТВАСТ 


Тве \о!К 1$ деуо{е4 {0 Ше заду ап4 зо[айоп оЁРопе зузет оЁ ииезта| едиайопз 
УФ шопоюпе ап сопуех попПпеагиу оп фе розйуе рай оР Фе питфег Ппе. 
\Уапои$ зресла| сазез оЁ 11$ зузет Науе Чтесе аррИсаНоп$ ш йе Шеогу оЁр-аЧ1с 
збте, ш таёетайса| 610|о2у, ап ш Ше Кшейс Феогу оЁ газез. Опаег сецат 
тезбисйоп$ оп попПпеагиу ап4 оп 1е Кегпе] ое зузет ипаег заду, а Феогет оп 
Фе ех1%епсе оР сотропеп\лзе поппегайуе попиту1а1 ап Боипде4 зоийоп$ 1$ 
ргоуед. ТВе азутройс Бепам1ог оРе сопзгацеа зо[аНоп а тИпиу 1$ а[о за ед. 
Зрес1Йс ехатр[ез оЁезе зуз(етз аге стуеп ю Шазбайе Фе оМате4 гези 5. 

Кеууогд5: зубет оЁ пезга| едиайот$, попПпеагйу, Иегайоп, топоюшщсну, 
сопуегоепсе. 
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ОМ ТНЕ РАГЕТТЕ Т\ОЕХ 
ОЕ ЗЧЕВРИХ5К1-ТЛКЕ СВАРН$ 


А.В. Спазагуап 


Бераттет! ор трюгтайсз апа АррПей тайетайсу 
Уегеуап 5кие Иптлегзйу 


орагагуап.азйаК@етай.сот 
АВЗТВАСТ 


Еог а ргорег еее соогше оЁа эгарй С, е рае{е оЁа уепех у Е У(() 
1$ Пе зе оРсо]ог5 арреапиз оп 1е е4сез шс14еп {0 Фе уецех у. ТВе раейе 
шаех 5(@) оЁС 1$ Ше ттипат питфег оРраецез оссигиие ш @ атопе аП 
ргорег е4ее со!отпэ5$. ш 15 рарег, \е ехатше фе раейе ш4ех оЁ 
Злегрий$К1-ПКе этарр$. Мате]у, \уе д&егите Фе раейе тех оЁ Злегрий5К1 
этарН$ 5$(п, К) \Веге К 1$ еуеп, К = 3, оги = 2 апа К = 3 (то4 4) апа ме 
оТуе ап иррег ап4 а |о\ег Боипа г Фе теташие сазез. Ад@йопаПу, \е 
деегише Ше раейе ш4ех оЁ огарбз 5$*(п,К) \Пеп К 1$ 044 ог К= 
0 (то4 4) апа же 21уе ап иррег ап4 а 1о\ег Боцпа ог Ше геташите сазез. 
Могеоуег, ме сотр!е у деегтте Ше ра!еце тех оЁ огарЬз$** (п, К). 

Кеууогд5: раейе шаех, З1егрий$К1 отарр$, З1еграйзК1-ПКе отар|$з. 


Шегодисйоп 
п {15 рарег уе изе Ше 5(апдагА побайоп$ оЁ огарН еогу св уоп 


сап Нпа т [13]. ОтарЬ со!огиз ргоШета$ аге опе оРе поз улае[у заеа 
ргоепл$ оЁ отарб Феогу. ТВезе ргоетз Бауе тапу аррИсаНоп$, 
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езремаПу ш зсВедиПие Феогу. Срготайс рагатеег$ Чезсте отарВ 
с010г112$ ап Фе п1о$ё роршаг сНготайс рагатеег$ аге фе сбготайс 
питбег ап Фе сбготайс шаех. 

1 15 рарег, ме заду а пе\ми сВготанс рагатаег саЦе4 Ше раеийе 
таех оЁ а отарБ, \№сВ 15 шбодисеа ш 2014 Бу Ногпак, Ка|Ппо\$К\, 
Мез2Ка, апа \Мойтак [6]. Еог а ргорег еде соогие оЁа отарв (4, Фе 
раеце оР а уецех 7 ЕУ(С) 1$ Ше зе оё со|огз азз1юпей №0 Ше е4оез 
шс еп ю 7. Те раейе шдех 5(С) оЁС 1$ Шетшипит питабег о 91$ псЕ 
раеце$ оссиггие ш @ ЮюгаП ргорег еде со]ог1п$. 

Тре рагатаег Ваз ташу Бееп збаФе4 Гог геощаг отарВз. ш [6], Фе 
аифогз деегтте Фе ра1ейе ш4ех оЁ сотр!ее огарВз. Матеу, 


ТБеогет 1. Рог еуегу пиесег п > 1, ие рауе 


1 Ип=О(тод2), 
5(К,) =\3 Ип= 3 (под 4), 
4 Ип=1 (109 4). 


ТБеу а1з0 деегилтей Фе раейе шдех оРсиЫс отарб$. ЗресЙсаПу, 


1 ЕС 18 оЕС1аз$ 1, 
5(С) =33 10 18 о СИа$$ 2 апа Ваз а рег есё табсН ше, 
4 ТС 15 о С!а$$ 2 ап4 Ваз по регЁесЕ табсН1ие. 


п [6], пе ааФог$ отуе Фе КоПомпе: 


Ргороз1#оп 1. Тйе реше таех ога этарй С [5 1 Капа ош? ше 
этарй 15 гезшаг ап4 С1а5$ [. 

А[50 Феу зВо\е4 ва{ Фе раейе шдех оГа тезшаг этарб$ оЁ С]а$$ 2 
13 ЧНегеп: Нот 2. 

Ргороз1оп 1 у1е14$ фа еуеп деепитште Ша глуеп отарН С Ваз а 
раеце шаех 1 15 а МР-сошр!ае ргоШет [12]. 


А.В. Спазагуап 35 





Тве раейе ш4ех оЁ а-геощаг отарб$ С оР С!азз 2 зайзРу Фе 
шеадиаЩу 3 < 5(<) <а+11[3]. № [3], К 1$ зпо\уп фай Фе райеце ш4ех 
ог 4-геощаг этарр$ 15 ш {1,3,4,5 } апд аП ее уашез аге айатед. 

ТБеге аге Ее\у гези 5 або пе райеце шаех оЁ поп-геошаг отарВз. 

п [5], Ме ааФог$ деетитшед Фе раейе ш4ех оЁ Фе сотшр!ее 
Ырацие эгарЬ$ Каь \Пеге тица, } < 5. 

Шт [4], Фе раеце шдех оЁ Мрайие отарй$ 1$ зЧ1е4. ш рагасшаг, 
Феу даегиштей фе раеце ш4ех оЁ Фе ©п4 отарВ$ ап4 сВагасег1хе4 Фе 
с1а5$ оЁ отарН$ \УПозе раейе шдех едиа15 Фе питьег оЁ уегЯсез. 

Шт [2], бе аифот$ отуе а зВагр иррег Боип4 оЁ 1е раейе шдех оЁ 
{тее отарВ$. 

\У17т5’5 еде со]огше Феогет э1уез ап иррег Боипа оЁ 1е ра!ейе 
п4ех ога отарь С у Фе тахипиап 4еэтее Д. Матеу, 5(С) < 24+1 — 
2. ш [1], Фе аафог$ зассееде4 ш сопзгасйпе а ат Пу оР тшШ@етарр$ 
\Возе райейе ш4ех эго\уз азутрюйсаПу аз Д?. АШочзВ, И 13 ап ореп 
дчезНоп упешег Шеге аге засВ отарН$ Уфо тире едэез. 

Опе оЁ пиегезИп® отарЬ тез 1$ Зл1егрйзКетарр$ 5 (п, К). [её из 
дейпе 5(п, К) \Пеге п ап К аге розуе ицесег. ТВе уецех зе{ оЁ 5(п,К) 
13 Фе зеё оЁ аП п-в@ар!ез оЁ пиесегз 1,...,К, патеу, У($(ь К) — 
{1,2,....К}". Тмо Чегет уегасез и = (и, .... ии) ап4 и = (1, ..., 9) 
аге а4асепе ап4 опу Ш Феге ех13{5 ап Й Е {1,..., п} засВ фа 

11 и: = и, ЮГЕ=Т1,....П-1 

2. ив = У, 

3. иг = найду, = и, ЮГЕ = И +1,..., п. 

ТВе уегисез (1, ... , Г) аге саПед Ве емтете уегисез оР5 (п, К) \Веге 
[= 1,2,...,К. \е депые Ше забогарВ 5(п, К) {ии = (1...) оЁ 5(п,К) 
Бу 5;(п, К) м\Пеге Е = 1,2,...,К. Сеайу, 5:(п + 1,К) 1$ 1зотогрЫс 
5$(п, К). Сопзеачепйу, 5(п, К) сошайз К" 1 сортез ое этарь 5(1,К) = 
Кь. \е са аП 1е е4оез оё 5(п,К) Пик е4ех фай 4о по Беопе 10 Ше 
абоуе-тепйопе4 Кх. 

Еог Фе Нг5ё ите, 5(п,К) \’аз шио4дисеа ш [10] \ВШе задуте 
ГлрзсотЬ зрасе. 1 15 пое\уог у Фа 5 (п, 3) 1$ 15отогрЫс 0 Ше этарН оЁ 
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Фе То\мег оГ Напо! \И п 91$К$ [10]. ТВезе отарВ$ аге улаейу зе ш 
уаг1ои$ Не14$ оЁ зс1епсе [7], [9]. 

ЗлегрийзК1 отар[$ аге "ато$"" гео аг. ТВеге аге Чегет \уауз ю 
спапое 5 (п, К) ию гесшаг отарй. Те мо даКе паёага! \уауз аге 5+ (п, К) 
апа 5**(п, К). ТБезе огарЬз аге офисе ш [11] ап4 аге дейпе4 аз 
ГоПо\з: Г.её п, ап4 К Бе розауе пцесегз. ТВе отарв 5*(п, К) 15 оМаштей 
Кот 5(п, К) Бу ад4те а уецех м’, саПе4 5рес1а! уетех, ап4 соппес аП 
ехфете уегисез оР5(п, К) юм’. 

Ип = 1 еп Фе отарЬ 5**(п,К) 1$ 1зотогрыс ю Кх+1. Ип>1 
еп 5** (п, К) 1$ Ше отарВ оМате4 гот пе 415] от апп оЁК + 1 сор!ез 
ог 5(п-1,К) ш Ус Фе ехмете уегисез ш @5ИпсЁ сор1ез оЁ 
5 (п — 1, К) аге соппесе4 аз Че сотр!ае огарВ Ки. 





Ивиге 1: Старйз 5(3,3), 5+(3,3), 5++(4,3). 


11 [8], уемех, едое, юпа] со!огио$ оЁ5(п, К), 5" (п,К), 5 ++ (п, К) аге 
ба Че4. ш рагисшаг фе аи®ог$ отуе Фе ЮПоулше еогетз: 


Твеогет 2. Рог а[ пиесегу п > Тапа К > 1, ие йауе 
х'(5(ь К) = К. 
ТЬеогет 3. Рог аП пиезегту п > 1 апа К > 1, же йауе 


К 1ЕК 1$ 044, 


' + = 
х'(5*(,Ю) = е +1 ЕК 15 еуеп. 
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ТБеогет 4. Рог а пиесегу п > 1 апа К > 1, ие йауе 
ов к) еыЙ. 


Мон ю шепнопше» Ша Фезе мо атШез аге Фе Йг5Е Кпо\т 
ехатр/ез оЁ "Ёгас{а!" фуре оЁ отарб$ У\Бозе сгоззше пипбегз сап Бе 
деегитеч. 

[1 15 рарег, уе зу Ше раейе ш41сез оЁ отарВз 5 (п, К), 5* (п, К), 
5+1 (п,К). ш рагисщаг, пе райейе ш4ех оЁ 5(п, К) 13 Чеегтте4 \Пеп К 
15 еуеп, К = 3, огп = 2 ап4 К = 3 (то4 4). Ао а Тю\уег ап4 ап иррег 
Боип4 аге с1уеп Юг $(5 (п, К). Тве ра1еце шдех оЁ5* (п, К) 15 ЧаегитеЯ 
У\Пеп К 15 о44, К = 0 (то4 4) ап4 а 1о\уег ап4 ап иррег Боци4 аге слуеп 
\Беп К = 2 (то4 4). АЕ аз Ше раейе шдех оЁ5** (и, К) 15 дйегиитеч. 


Маш Вези 5 


[1 16 зесйоп \уе \Ш ехатше фе ра!еце шаех оЁ5(п, К), 5*(п,К), 
ап4 5** (п, К) уБеге п, К > 1. 

Те З1егрий$К1 огарй$ 5 (п, К) Вауе мо Кш4$ оЁ уегисез ш {егил$ оЁ 
уецех еотее: ехете уегасез у Деотее К — 1 ап Фе теташте \иВ 
деотее К. Тиз, $(5 (п, ю)) > 2: 


Ргороз@оп 2. Рог еуегу пиезетп > 1 апа юг еуегу еуеп пиезегК > 
1, ие йауе 
$(5(®,К)) = 2. 


Ргоо}. А$ $(5 (п, к) > 2, \е 151 пее4 а со]огше м мо раеНез. 
ЕизИу, \е соог аЙ К” сорез оР К, ш 5(п,К) ми Ше раейе 
{1,...,К — 1}. ТВеп, ме со]ог аЙ Пик едеез о# 5(п,К) ми Ше со]ог К. 
Троз, \уе сауе а со|огше оЁ 5(п,К) ум 6мо раеНез: {1,..., К — 1} апа 
{1,;..,К\ 

Ге $ соп14ег Фе сазе у\Веп К 15 044. 
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Ргороз!Шоп 3. Ког еуегу о4 пиезег К > 1 ап4 еуегу пиевег п > 
1, ие рауе 
$(5(,К)) > 3. 


Ргоод}. ш [9, Сапа ш ТБеотет 4.1], И \а$ ргоуе@ ай Юг еуегу 
пцесег п> 1 ап4 еуегу ода пиезег К > 1, х'(5(п,К)) = К, апа 1е 
раеце$ оГехете уегйсе$ о 5(п, К) аге рае Чегет. № уме угап © 
со]ог 5(п,К) \ИН мо раейез, Шеп \ме тиз{ изе а зше раейе Юг 
со]огше уегисез у 4еотее К, па т вагп теап$ \е изе ощу К со|ог$. 30 


\ууе у Вауе К раецез Гог ехгете уегисез. Непсе, $(5 (п, К) > 3. 


Ргороз1!Шоп 4. Рог еуегу о4Я пиевег К > 1 ап4 еуегу птесег п > 1, 
ие йауе 
; 5(Кк) Шип = 2, 
< 
$(50ь К) = Г. +1 Ип>2. 


Ргоо}. [ей К > 1 Бе ап о44 пиежег. \е сап со]ог Кх \ИН @тее ог 
Гог ра!еНез, Р.,Р., ...,Ри\Теге т = 2,3, ап Феге 1$ опе уецех 5 УИ 
ипаие раеце Р;[6]. п огдег о со]ог 5 (п, К), ме со|огаП 5(1, К) ш5(п,К) 
аз со1оге4 т [6] ша ау Фа а ехтете уегйсез оЁ5 (п, К) Вауе Фе раеце 
Р.. Твеп \е со!ог а| Пик едеез \/Ий а пе\м со|ог с. ТВиз \е Вауе 5(К») 
раейез: Р;, РЦ {с},..., Ри Ч {с} Шп = 2 ап4 опе тоге раеще Р; Ц {с} № 
п>2. 

СогоПагу 1. Рог еуегу пиевег К > 0, уе йауе 


$($(2,4К + 3)) = 3. 


Ргоод}. ТВе гези ГоПо\’з Кот ТВеогет 1, Ргороз!оп 3, апа 
Ргороз1 вол 4. 


ТЬеогет 5. Рог еуегу пиесег п, > 1, ме йауе $(5(в, 3)) = 
Ргоо}, Ртороз1оп 3 у1е14$ $(5 (п, 3)) > 3. 50 \е пее4 а союпие оЁ 
5 (п, 3) м Штгее рае{ез о ргоуе 1е Теогет. 
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ш Вооте 2, а со]огте оЁ5 (2,3) ИВ @тее раецез 1$ отуеп. 





Ервиге 2: А сооптз оГ5(2,3) ий йгее реНе5 


ш Е1ооге 3, мо со|отп$ оР5 (2,3) аге слуеп. 





Ееиге 3: Стоир А. 


Ге! из депо! 1е отоир оЁ зе оРра1еНез Нот Е1еге 3 Бу А: 
1. {1,2,3}, {1,2,4}, {1,2}, {3,4}; 

2. {{1,2,3}, {1,2,4}, {2,3}, {3,4}. 

№ хь, 1е{ из сопз14ег Фе со]оги5$ оЁ5 (п, 3) ш Е1етге 4. 





Е рсиге 4: Стоир В. 
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Нрлге 4.а отуез а со]опие ог 5(2,3). \е 4епое 1$ зае е|етеп{ 
этопр оЁ зе оГраевез Бу В: 
1 ОРЗ} 


Нооге 4.6 зво\уз Бом уе сап со]ог 5(п, 3) изше раейез Нот эточр В. 





Е виге 5: Тйе сооптиз оГ5(п,3) жий йгее реНе5 


ш Е!оге 5, ме сап зее фай \уе сап со]ог 5(п,3) изше еасВ зе оЁ 
раевез$ Нот этоир А Бу соогие опе оё 5; (п, 3) изше а зе{ оЁ раеНез 
Кот этопр А, мо оегз изо а её оЁ ра!ейез Нот этоир В, апа Пик 
е4ое$ {пай соппесе Шезе 5; (п, 3) \И со]огз 1,2, ог 3, \Веге 1 = 1,2,3. \е 
сап а|50 зее Фа{ \е сап со]ог 5(п,3) ум Шгее раенез Бу соо» аП 
5; (п,3) изшо а $е{ оЁ раейез Нот отоир А, ап4 ПпК еде фай соппес 
Пезе 5; (п, 3) \ИЙ а со]ог 1 ог 3, уПеге & = 1,2,3. 


ТБеогет 6. Рог аП пиезегу п > 1 апа К > 1, же рауе 


| 1 ИК 1 (под 2), 
+ нЕ, 
$(5*(и,К)) = В НКО (тод 4), 


апа 
3<$(5*(п,К)) < 4 НК = 2 (тоа 4). 


Ргоо} Ш К 15 о еп Ргороз@оп 1 ап ТВеогет 3 уе 
$(5*(,К)) =1. ШК 15 еуеп Шеп 5*(т,К) 15 оЁ С!аз$ 2 егеог 
$(5+*(п,К)) > 3. \Теп п = 1 Феп 5+ (п, К) 15 1зотогрыс 0 Ку+1. [её из 
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Нх ап едее со]оги® ф оЁ Кк+1 ИВ 5(Кк+1) райейез Ру. ш огдег {0 со]ог 
5+ (п, К), \е сопз14ег еасН 5; (п, К) т 5(п, К) оЁ5* (п, К) аза уецех \’Веге 
1=1,...,К. ТБезе уегисе$ ап м7 Гогт е огарВ Ку+1 УВ ме со][ог УИ 
ф. ТБе со|огз оЁ едоез шс1ЧепЕ ю уегИсез оЁ 5; (п, К) Баё поЁ ш 5; (п, К) 
Коги а райеце гот Рь. ЕогеасН 5;(п, К), уе сопз14ег {Вай \уе Вауе а уецех 
и уЛмсВ атеаду Вауе а раеще Нот Ру ап4 уе асё Пе зате \уау аз Юг 
51 (п, К). ш 1$ мау, \е гедисе фе п ю 1 ап4 \е со]ог Ше отарь 5* (п, К) 
Уи аП раецез оЁ Ру. Твиз $5(5*(п,К)) < $(Кк+1). Этсе 5(К„) == 
3 (то 4) Шеп $5(5* (и, К)) = = 2 (то 4). 


Ргороз@оп 5. Гог аП пиезету п>1 апа К>1, ие рауе 
Сью) = 


Ргоо7. Ц ЮПо\з Нот Ргороз@оп 1 ап4 ТВеогет 4. 


Аскпо\едоетепе. ТВе аи®фог ош ПКе ю Фапк Р.А. Реозуап 
Гог тапу изей! соттеп ап4 зиесезНопз. 
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О ПАЛИТРОВОМ ИНДЕКСЕ ГРАФОВ ВИДА СЕРПИНСКОГО 
А.Б. Казарян 


Департамент Информатики и прикладной математики 
Ереванского Государственного Университета 


АННОТАЦИЯ 


В этой статье мы исследуем палитру индексов графов вида Серпинского. 
При правильной реберной раскраске графа @ мы определяем палитру верши- 
ныуЕУ(С) как множество всех цветов, появляющихся на ребрах, смежных су. 
Индекс палитры 5(@.) графа С является минимальным числом различных палитр, 
встречающихся при всех правильных реберных раскрасках С. А именно: мы 
определяем индекс палитры графов Серпинского $(п, К), где К четно, К = 3 или 
п=2 и КЕЗ (то 4), и определяем верхнюю и нижнюю границы для 
оставшихся случаев. Кроме того, мы определяем индекс палитры графов 
$* (п, К), когда К нечетно или К = 0 (то4 4), и определяем верхнюю и нижнюю 
границы для остальных случаев. Более того, мы полностью определяем индекс 
палитры графов $** (п,К). 

Ключевые слова: индекс палитры, графы Серпинского, графы вида 
Серпинского. 
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СОМРЕЕХТТУ ВЕЗОГТЬ 
ОМ ГОСАГУ-ВАГАМСЕРО К-РАВТГГОМ$ 
ОЕ СВАРНБ 


А. СпатВуап 


Сре орО5стае Майетайсх апа Тйеогейса! 1трогтансу, 750, Аттета 
агатейатруап@етай.сот 
АВТВАСТ 


А К-ра’ййоп ога этарй С 15 а зацесйоп }:И(@) > {0,1,....К-1}.А 
К-рагиНоп (К > 2) | оРа отарь С 15 а юсаПЦу-Бёапсе жИй ап ореп 
песйбогроой Ш Юг еуегу У ЕТ(С) ап4 апу 0 <{<]<Кк-1, |{иЕ 
№ (вю): (и) = ЦВ - ЦКиЕ Мс (): (и) = Л| < 1. А К-рагёвоп (К > 2) 
|’ ога этарь С 1$ а осаПу-Бапсе4 зи а с1озе4 паейЬогйоо4 11 Юг суегу 
РЕТ(С) ап4 апу 0 <1<] < К-1, ||{и Е М]: Г'(и) = Ц - ЦиЕ 
М ["]: }'(и) = Д|| < 1. Ш 85 рарег же ргоуе фаё е рго Мет оф пе 
ех1${епсе оЁ 1осаПу-Ба]апсе К-рагййоп У ап ореп (с1озе4) 
петоНБотпоо4 15 МР-сотр]ае Юг Мрацие отарВ$. 

Кеумог@5: К-раг оп, 1осаПу-Ба]апсе4 К-рагИНоп, МР-сотр!&епез$, 
Ырагше отарВ. 


ШпеодисНоп 


п 115 рарег аЦ отарб$ аге Нпйе, ипатесеа, ап4 Вауе по |00рз$ ог 
шшар!е едое$. [её У (С) апа Е(С) депое Фе зе оЁ уегйсе$ ап4 е4е$ оЁ 
а отарВ С, гезреснуе[у. ТВе зе{ оЁ пе1оПБог$ оРа уецех 17 ш С 1$ депоеа 
Бу № (в). Геё Мс[#] = М№с(%) Ч {#}. Те 4деотее оГа уецех у Е И(С) 1$ 
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депое4 Бу ас(и) ап4 Фе тахипит еотее оЁ уегЯсез ш @ Бу Д(С). ТВе 
{егип$ ап сопсер!$ Фа \е 4о по{ дейпе сап Бе Ююипа ш [1, 2]. 

Тре сопсере оЁ 1осаПу-Байапсе4 2-рагайоп оЁ этарВ$ \аз$ шиодисеа 
Бу ВаПКуап апа КатаПап [3] ш 2005 ап4 топуаеа Бу Фе ргоетз 
сопсегише а 41501БаНоп оЁ шИЯчепсез оЁ уо АШегепе ро\уег$, УШсВ 
шшиие$ фе ргоБаб цу оЁ соп1с 5. ТБе заБ]ес{5 оРа тодеШиз» зузет 
тау ог тау по! Вауе ап а бу оЁ зе {-деРепзе. ш [4], 2-уецех-со]оги$ оЁ 
отарб$ \еге сопз14егеа ог \рлсВ еасВ уецех 15 а4]асепё © Ше зате 
питьфег оЁ уегисе$ оЁ еуегу со]ог. ш рагасшаг, Ктабосвуй [4] ргоуе а 
Фе ргоет ое ех1$епсе оЁзиасН а со|опиз 1$ МР-сотр!ее еуеп Юг е 
(2р, 2а)-Биесщаг (р, 4 > 2) ЫМрайще отарВ$. Могеоуег, Ве а]5о зво\уе4 
Фа Фе ргоет оЁ Фе ех1$епсе оЁ 1е аЮюгетепнопе4 соогше г Фе 
(2,2а)-Бтесщаг (4 > 2) Мраге огарВ$ сап Бе зо]уе4 ш роупопиа! те. 
Сегфег апа КоЫег [5,6] зиосе$е4 ю сопз14ег 1е рго ет оЁ 4ес1ате Ша 
отуеп отарВ Ваз а 2-рагийоп уу попетриу рагё5 засВ фа еасН уецех Ваз 
а{ |еа5 аз папу пе1оПБог$ ш 15 рагё аз ш Фе офег раге. ш [7], И \а$ ргоуеа 
Фа фе ргоет 15 МР-сотр/ее. Ш [3], ВаПКуап апа КатаПап ргоуе4 фа{ 
Фе рго ет оЁ ех15епсе оЁ 1осаПу-Байапсе4 2-рагайоп У\/ИВ ап ореп 
пеоНбогвоо4 оРЫрайие отарВ$ У тахипит 4естее 3 1$ МР-сотр]ее. 
ш 2006, пе зпи|аг гезий Гог [осаПу-Ба]апсе4 2-ратиНоп$ м1 а с1озе4 
пе1оПБогроо4 \маз а[50 ргоуеа [8]. т [9], \еге зво\’й фай Фе рго ет оЁ 
ех1{епсе оф |осаПу-Ба]апсе4 2-рагиНоп У ап ореп пеоПБотвоо4 оЁ а 
(3,83)-Ытезщаг Мраншие отарН 1$ МР-сотр!ае.Срагуап а[50 ргоуе4 [10] 
Фа Фе рго ет оЁ ех1$епсе оЁ |осаПу-Ба|апсе4 2-рагийоп зу а с1озеа 
пеоНбогвоо4 оЁ Мрацие отарН$ У тахипит 4естее 3 1$ МР-сотр]ее. 

ш е ргезепе рарег ме за4у Ше сотшр]ехИу ог Фе рго ет оЁ Ше 
ех1${епсе оЁ 1осаПу-Ба1апсе К-рагиноп У ап ореп (с1озеа) 
пеоНбогноо4 оЁ этарВ$.ш рагясаг, \е ргоуе Шаё Ше рго ет оЁ Фе 
ех1${епсе оЁ 1осаПу-Ба]апсе К-раганоп У ап ореп (с1озеа) 


пе1оПБогфоо4 15 МР-сотр!ае Юг Ырайие огарВз. 


А. Спатуап 45 





Маш Вези (5 


п 15 зеспоп \е шкодисе зоте {егиито]оэу ап4 поаНоп. № ф 15а 
К-рагийоп оЁа этарЬ С ап у Е "(С), Феп Ююгапу [Е {0,1,..., К — 1}, 
уе 4еЁпе #()ь апа #2] аз КоПо\з: 

#()ф = {и Е № (>): ф(и) = | ава #[и = {и Е М [ю]:Ф(и) = 1. 

Г ф 15а К-рагийоп оЁа отарН С ап4 у Е \(С), еп Югапу &,] (0 < 


1] < К- 1), \е дейпе #()е ап4 #5 аз ЮПо\з: 
#5) = #(0)ь — #()р апа [ие = #6 — #2]. 


\е 4епое Бу И = {51, ..., хи} а Нпие зе! оЁ уапаез. А Шега1 18 
ет ег а уапаЫе х ога пега{е4 уапаЫе х. \\е депое Бу Гу = {х,х:х Е И} 
Бе зеЁ оЁ Шега[5. А с[аибе 1$ а зе! оЁ Шега[5, 1.е., а заб зе оЁ у, ап4 а К- 
с1аизе 1$ опе ур сопа1п$ ехасйу К 415НпсЕ Шега[5. А с1ап$е 15 топоюпе 
ТаП оЁ и$ шудуе4 уанпа ез сошаш по пегаНопз. 
\'е 4ейпе а КисНоп МАЁ„: {0,1}" > {0,1} ш ше юЮЦо\мпе \ау: 


О, {Ах = Хх. ==, 


МАЕи(Хь, Хо „. Хи) = ойетий5е. 


М с за топоюпе К-с!ацзе ап4 х;,Хь,,.... Ху, Е с, еп дейпе 
МАЕк(с) аз КоПо\мз: 
МАЕк (с) = МАЕк (ХЕ, Хе, -..,Хь,) 


Ге $ сопз14ег пе ЮПо\лие 


РгоЫет 1. (МАЕ-3-За{-Е4). туапсе: Степ а 5еЁ У = {х, ...,Хп} 
оруапа ез апа а соПесйоп С = {су, ..., ск} оГтопоюпе З-с1аизез оуег И 
5исй Шаг еуегу уапа Ме арреагу т ехасИу рюиг с1аибез. 

Оиезйоп: 15 Г(ж,....хп) = МАЕз (с: )& --. & МАЕз (ск) юттша 
айда Ме? 

п [11], ® ма$ ргоуе4 1е ЮПо\лие гезий. 
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ТБеогет 1. РхоМет 1 15 МР-сотр/[ее. 


\е пее4 зоте 1етптаз Нот [12]. 


Гетша 2. ф 5 а [осаШу-Бапсеа К-рагИНоп мИй ап ореп 
пеейьБогроо4 ога этарй @ Капа ошу {рог еуегу у Е У(С) апа апу 0 < 
<К-1, 





в < #(5)6 < 





ас (г) 
т 


Гетша 3. ф в а оса-Бапсей К-рагтйоп ий а с1о5е4а 
пеейБогроо4 ога этарй @ Капа оу {юг еуегу у Е У(С) апа апу 0 < 
1<К-1, 


К 


ас(и) +1 
| | 


| < #5 < 





ас(и) + - 


РгоЫет 2. /715{аисе: Стуеп а Мрапие этарй @ ап4 а рояле пиезег 
3<г< [И (()|. 
ОиезНоп: Роез С раз а осаПу-Бапсе4 т-рагийоп зий ап ореп 


пеейБоигйоо4? 


ТБЬеогет 4. РгоМет 2 15 МР-сотр[ег. 

Ргоо}. 1$ еазу 1ю 5ее фай РгоШет 2 15 ш МР. Еог е ргооё оЁ №е 
МР-сотр!е{епезз, \е зВо\ а тедисйоп Йот Ргоет 1 ю РгоШет 2. [ей 
7 = (У, С) Беап шяапсе оЁРгоЫет 1. \е ти сопзгаст а Мрайие отарб 
С апд а розуе ииесег 3 <т < |У(С)|, засЬ Фа{ И Ваз а 1осаПу-Байапсеа 
т-рагиНоп \И ап ореп пееПБоигоо4 1 ап ошу Ш Д (ху, ..., хп) = 
МАЕз (с )& --- &МАЁз (ск) Копа 1$ заязНаЫе. 


Ге из сопзтасЕ а отарб С ш засВ а мау: 
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1 
Е(б) = [илл 11-2, 15] < п, 1 
и (9115152, 13] 151 
Ире 15151, 1515} 
у {ати 15151, 1<1<к,1<] <, ЕС}. 


ТВе отарБ С Ваз (п + К + 2)К + п - 4 уегисез. Геёт = К. Свапу, 
3 <г< |" (С)|. Ц 15 еазу ю зее фа Ше отарВ сап Бе сопзигласеа Нот И 
апа С ш роупопиа! Чите. Зиррозе Фа* (ру, ..., Ви.) 15 а ие азз1етитепе оЁ 
Ах, ....Хп). \е зВо\и фай С Ваз а 1осаПу-Ба]апсе4д т-рагийоп \/й ап 
ореп петоНбоитВооч4. Ге{ $ 4еЙпе а К-рагЯйоп ф оЁС аз ЮПо\з: Юг еуегу 
мМЕТ(С), 1е 


1+1, Фи = у, мйете 1 << к-2, 

1—1 Пи = а), ийеге 1 < 1< к,1< } < К, 

[—1, Ди = Ш ийете 1 << к,1 <} <, 
В, {м = рьмйете1 <1<п. 


фФ(м) = 


Геё $ зПо\ фай ф 1$ а юсаПу-Ба]апсеа К-рагиНоп \/Ий ап ореп 
пеопбоигрооч4. \\е сопз14ег уе сазез. 

Сазе 1: [16171 Е И(С)(1 <1<К-2). 
Ву Ше сопзгасНоп оЁС ап4 Фе дейшоп оЁф, \уе оМат #@ь =п(0 < 
[< К- 1), из УБ] 0 << К-1, 0 <] <К-1, 1 = = 0. 

Сазе 2: Ге у, Е И(С)(1 <1<К- 2). 
Ву Ше сопзбасНоп оЁ С апа Фе дейтйоп оЁф, ме Вауе Н(ДЬ = (0 < 
ЕК 1), Физ УБ] 0 << К-1, 0 <] <К-1, 1 У = 0. 

Сазе 3: Шер иГ Е У(С)(1 < [< п, 1<Е<Ю). 
Ву Ше сопзгасНоп оЁ С апа Фе адейшоп оЁ ф, ме сей 0 < Н(ибЬ < 
1(0 <1<К- 1), физ 

У] 0 << К-1, 0 <] < К-1 ЕЛ Ни | < 1. 
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Сазе 4: Ге р, Е И(С)(1 < 1< п). 

Ву Ше сопзбгасйоп оЁ 4, Ше аейшоп оЁ ф ап4 1аКте шю ассоип{ ат 
(реа: риа! Е Е(б), 1 <1<т,1 <] < КЮ] =4К ме Вауе #(фуь = 
5(0<1<К- 1), из 

У] 0 << К-1,0<]<К-1, 1 = 0. 

Сазе 5: [161 4! Е И(б)(1 < 1< К, 1<Е< КЮ). 

Гех Хх, х.. Е с, Шиз МАЁз(В.,,Ву„, В.) = 1. Еогт 1$, Бу фе 
сопзгасНоп оЁ ( апа Фе дейшоп оЁф \е эеё 1 < #(арь < 2(0 <1< 
К - 1), Ши 9Б] 0 << -10<]<к-1, 1 = Наб | < 1. 

Сопуегзе]у, зиррозе Ва{ а 1$ а 1осаПу-Ба]апсе4 К-ратиНоп \/И ап 
ореп пеюНбоиоо4 оЁ С. Зшсе ас (и/) =К- 1(1 <1< п, 1<]<К) 
Бу Гетта 2 \е Вауе 


&(р;) = а(%,) (1 <Е<К- 2), 
а(1;) = а(ъ,) (1 <Е<К-2, 15 <К- 2). 


Егот 11$ ме оМаш 
|[(&@фФу): 1<]<п]}| < 2. (1) 


[её из сопу4ег а уецех 9#(1 <1< К, 1 <Е< К). Егот Гешиа 2 


апа {акте ш®ю ассоцпе фаё ас (47) = К + 1, ме зе 
Эр,ру" Е Ме(ар) &(ф›) = а(,). (2) 


Егот (1) апа (2) \е ое |(&@фФр: 1<]< п} = 2. Тва$ п, 12 Е 
{а}: 13] < п} ати =1. 1% $ 4ейпе ап азяептепё оЁ 
Ехал, ....Хв) аз ЮПо\з: У1 <] < п 
— й Г «(р;) =й, 

11 а(р;) =Ъ.. 
Геё с; Е С(1 <1<®) ап4 с; = (х,,х»,х,}. Егот (2) \е ге 


МАЕз(х;,х;„,х,.) = 1, мшсв пирПез вае } (х1, ..., Хи) 1$ заязВаЫе. 


^) 
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РгоШет 3. /[15апсе: А Мратше этарй Сапа а розуе птесег 3 < 
т<У(()|. 

Оиезпоп: Роех @ йа а осаПу-Баапсе4 т-рагИйоп тий а со5е4 
пеейБоитйоо4? 


ТБеогет 5. РхоМет 3 15 МР-сотреге. 

Ргоо}. И 1$ еазу ю зее Фа{ РтоШет 3 15 ш №Р. Еог Фе ргооР оЁ е 
МР-сотр|е{епезз, уе зВо\ а гедисйоп Нот Ргоет 1 ю РгоШет 3. [ей 
9 = (У, С) Бе ап ш%апсе оЁРгоЫет 1. \е па сопзгасв а Мраге отарВ 
С ап4 а розуе пщезег 3 < т < |У(С)|, засЬ ай И Ваз а 1осаПу-Байапсеа 
т-рагаНоп УИ а с105е4 пееНБоигооЯ Ш ап4 оту Ш Г (жа, ..., хи) = 
МАЕз (ст )& --. & МАЕз (ск) ги а 1$ заизНаЫе. 

Ге а$ сопзгасе а огарВ С 1 засВ а ау: 


К 2 Е—2 к к2 п п 7 
ив = [|= (> (Ця °(») (ЦИ 
1=1 ]=1 1=1 1=1 ]=1 1=1 1=1 ]=1 
п 7 К-1 Е-2 п к п 
о 0) (09н (=) 
1=1 ]=5 [=1 1=1 1=1 ]=1 1=1 
Е(б) = {у 15] 5, 151<2,1<1<к-2] 


у {Чу 13] < К, 151<К-2,1<1<к-2} 
и {а'ре: 1] < К, 1<1<К-2, 151 <п, х ЕС} 
у {(шра 1<]<п,1<1<7} 

и {1157 (0: 15] $1,5 53157, 1<1<К-1} 
уши: 15] < п, 11-2} 

у {ат 13] <п, 11-2} 

и: 15] 51, 33137, 1<1<8-2} 
О: 1<] < п, 1512,3 <1<К}. 


ТЬе отарь С Ваз п(6 + 4К) + К(2 +К) —4 уегисез. Геё т = К. 
Сеапу, 3 < т < |У(С)|. 15 еабу № зее вай Пе огарьЬ сап Бе сопзнацеа 
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Кот У апа С ш роупопиа| ите. Зиррозе Фа (ру, ..., бь) 15 а шие 
аззептепе оЁ (ху, ...,Хп). \е зом Ша С Ваз а 1осаПу-Баапсеа т- 
рагайоп \/1В а с1о5е4 пе1еПБоигВоо4. Г.е{ $ дейпе а К-рагайоп ф оЁС аз 
ГоПо\уз: Рог еуегу м7 Е "(С), [е1 


ф(м) 
]-ЪИи= 2), мпеге1 <1<к,1< ] <2, 
1+1, Ши = у, ийете1 <1<К-2, 
1+1, и =а/, мйете 1 <#<К,1< ]<К-2, 
В, {м = рьмйете1 <1<п, 
В., [и = и) ийете 1 <{<п,5 ее, 
= \1-В,, Ги = 5 (1), ипете 1 <#<п,5 <] <7, 
Ди = 51 (0, мпеге1 <1<п,5 <] <7,2 <1<К-1, 
1- Вь [и = и) ийете 1 <{<п,1<}<4, 
1+1, Ши = о, мйете 1 < 1< К-2, 
В, {м = а, мйеге 1 << п, 
= [им = В, ипеге 1 <#<п,1 <] < К. 


Геё из зВо\ ФфаЁ ф 1$ а 1осаПу-Баапсе4 К-рагийоп зу а с1озе4 
пеопбоигрооч4. \Ме сопз14ег 12 сазез. 

Сазе 1: [её 2 Е И(С)(1 <1< К, 1<Е< 2). 
Ву Ше сопзгасНоп оЁ С апа фе аейшоп оЁ ф, \уе оМат 0 < #[21]5 < 
1(0 << К - 1), мысВ парЦез У] 0 <{<К-10<]<к-1, 1 = 
ЛЕН | < 1. 

Сазе 2: Ге у, Е И(б)(1 <1<К- 2). 
Ву Ше сопзгасНоп оЁ С апа фе аейтшвоп оЁ ф, ме оМаш К < #[70ь < 
к+1(0 <Е<К-1), Ш \10<1<К-10<]<К-1 = 
ДНУ | < 1. 

Сазе 3: 47 Е У(()(1 <1<Е, 1<Е<К- 2). 
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Гех,Х.„, Хз. Е с, из МАЁЕз (Ву, , 6х, В.) = 1. Еопт 1, Бу Фе 
сопзтасНоп оЁ С апа у фе дей оп оЁф ме её 1 < #[4Й]Ь < 2(0 < 
Е<К- 1), из 96/0 << К-1, 05) К-1, 1 = Ла | < 1. 

Сазе 4: Геёр, Е И(б)(1 <1< п). 

Ву Ше сопзйисвНоп оЁ С ап4 Фе дейтвоп оЁф, ме Вауе #[р]5 = 4(0 < 
<" - 1), из Е] 0 << г-1, 0 <] <г-1, 1 ре = 0. 

Сазе 5: Шер и! Е У(С)(1 <1< п, 2<Е<4). 

Ву Ше сопзгасНоп оЁ С ап4 Ше дейоп оЁ ф, ме оМаш 0 < [и < 
1(0 << К- 1), \ысь парПез 
9,10 < 1-1 0<]<К-1Е= Л Нина | < 1. 

Сазе 6: Гери! Е У(С)(1 <1<п, 5 <Е<7). 

Ву Ше сопзгасйоп оЁ С ап4 1е дей оп оЁ ф, ме оМаш 1 < Ни 
2(0 << К- 1), \мысН парПез 
У] 0 <1<К-1,0<]<К-1, 1 =ЛН[иНе | < 1. 

Сазе 7: [её и! Е У(С)(1 <1< п). 

Ву Ше сопзгасйоп оЁС апа Фе дейшвоп оЁф, ме оМат [и = 1(0 < 
< К- 1), мыс парНез 
У] 0 << К-1, 0 <] <К-1, 1% Нине =0. 

Сазе 8: [её $" (1) Е "(С)(1 <1< п, 5 <#<7, 11 <К- 1). 
Ву Ше сопугасйоп оЁР С апа Ше аейшоп оЁ ф, ме оМаш 0 < 
#[51 (1) < 1(0 <#< К - 1), мысв пирНез 

У] 0 <1<К-1, 0 <] <К-1, = # [5 (®)]# | < 1. 

Сазе 9: Гей Е И(С)(1 <1<К- 2). 

Ву Ше сопзгасНоп оЁ С апа фе аейшйоп оЁ ф, ме оМаш п < #7] 
п+1(0 <1<К- 1), мысй парПез 
М0 << -1 0 <] <К-ЬЕ*ЛНЫ | < 1. 

Сазе 10: Ге а, Е \(С)(1 <1<п). 

Ву Ше сопзгасНоп оЁ С апа Фе аейшйоп оЁф, \уе оМат 0 < #[а15 
1(0 < 1 < К - 1), \ысВ парПез 


А 


А 


А 
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910 <1<К-1,0<]<К-1, 1 = Л#[а в | < 1. 
Сазе 11: Ге ГЕ У(С)(1 <1< п, 3 << К). 
Ву Ше сопзгасНоп оЁ С ап4 Фе дейтиоп оЁ ф, уе оМаш 1 < НН < 
2(0 <1<К- 1), уымсЬ пар|ез 
У] 0 << К-1, 0 <] <К-1, Е =ЛНЬНЫ| < 1. 
Сазе 12: Ге рГ Е И(С)(1 <1< п, 1<Е< 2). 
Ву Ше сопзгасНоп оЁ С ап4 Фе дейтиоп оЁ ф, уе оМаш 0 < #6 < 
1(0 < 1< К - 1), \ысн парПез 
М0 << -1 0<]< К-т ЛНЬНЫ | < 1. 
Сопуегзе|у, зиррозе ФаЕ & 15 а 1осаПу-Ба]апсе4 К-рагИйоп у а 
с1озе4 пе1ебоигроо4 оЁ С. Зштсе ас (и!) = К — 1(1 << п) Бу Гетта 
3 \е Вауе 
а(р;) = а(%,) (1 <Е<К-2), 
@&(1;) = а(ъ,) (1 <Е<К-2, 1<5<К- 2). 
М/Шев пирПез 
|(@@Фу): 1<]<п]}| < 2.(3) 


Геё из сопу4ег а уещех 4'(1<1< к, 1<Е&<К-2). Еот 
Гетигла 3 ап ‘акте шю ассоцие Ва ас (4!) = К + 1, ме се 


Зру,р;" Е Мс (ар) а(ф;’) = а(фу"). (4) 


Егот (3) апа (4) \уе ое |(&@фФр: 1<]< п} = 2. Тва$ 1,12 Е 
{а}: 13] < п} ати =1. 1% $ 4ейпе ап азяептепё оЁ 
Ехал, ...,Хв) аз ЮПо\з: У1 <] < п 
_ й Г «(р;) =й, 

в И а(р;) = 5. 

Геё с; Е С(1 <1<®) ап4 с; = (х,,х,,х,}. Егот (4) \е ге 

МАЕз(х‚,х,„х,.) = 1, мшсв пирпез ае ] (х1, ..., Хи) 1$ заязВаЫе. 


^) 
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О СЛОЖНОСТИ ЛОКАЛЬНО-СБАЛАНСИРОВАННЫХ 
К-РАЗБИЕНИЙ ГРАФОВ 


А.Г. Гарибян 


Кафедра Дискретной математики и теорретической информатики ЕГУ, 
Армения 


АННОТАЦИЯ 


В данной статье речь идет о локально сбалансированных К-разбиением 
графа С, которые называются сюръекцией /: И(@) - {0,1,....К-—1}. К- 
разбиение (К > 2){ графа С является локально-сбалансированным с открытой 
окрестностью, если для любой вершины 9 Е И(С() илюбых 0 < 1 <] < К-1, 
{и Е №(), Гы) = 18 —{и Е М№М(), (м) =Л| <1. К-разбиение (К> 2)} 
графа С является локально-сбалансированным с закрытой окрестностью, если 
для любой вершины ТЕ У(б) и любых 0<1<]<кК-1, | [Ц{иЕ 
М [Я], (и) = 0] -Ки Е Ме[ы], (и) = 3] < 1, где М [ы] = №) 9 2}. В 
настоящей работе доказано, что задача существования  локально- 
сбалансированных К-разбиений с открытой (закрытой) окрестностью МР полна 
даже в случае двудольных графов. 

Ключевые слова: локально-сбалансированное К-разбиение, МР-полнота, 
двудольный граф. 
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О СЛЕДАХ ФУНКЦИЙ ИЗ 
МУЛЬТИАНИЗОТРОПНЫХ ПРОСТРАНСТВ 
СОБОЛЕВА 
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Кйткауе@етай.сот, шехапаег.йакоБуап@етай.сот 
АННОТАЦИЯ 


В данной научной статье получены прямые и обратные теоремы 
вложения разных измерений (теоремы о следах) для функций из муль- 
тианизотропного пространства Соболева М/(В3) в случае одного 
класса вполне правильных многогранников 5%. 

Ключевые слова: вполне правильный многогранник, мультиани- 
зотропное пространство Соболева, след функции. 


Введение 


Е: 
Теория анизотропных пространств Соболева ии а "(в”) В 


случае р = 2 полностью разработано Л.Н. Слободецким [2,5]. Им же 
также было введено обобщение таких пространств на дробные поряд- 
ки, с помощью чего были получены прямые и обратные теоремы вло- 
жения разных измерений для этих пространств. При изучении некото- 


рого класса гипоэлиптических уравнений, введенным Л. Херманде- 


56 О следах функций из мультианизотропных пространств Соболева 





ром, возникла необходимость изучения мультианизотропных функ- 
циональных пространств Соболева ИВ”), определяемых с помощ- 
ью вполне правильного многогранника %[6, 12], и являющимися 
обобщением анизотропных пространств Соболева. Впервые прост- 
ранства такого типа изучались в работах С.М. Никольского и В.П. Ми- 
хайлова. Исследования этих пространств было продолжено в работах 
Г.Г. Казаряна. Развитию теории мультианозотропных пространств 
посвящен цикл работ Г.А. Карапетяна [1, 7-11]. 

В данной работе для одного частного типа мультианизотропного 
пространства ИЛ (ВЗ), где трехмерный вполне правильный многог- 
ранник % и из себя представляет пирамиду с вершиной (0,0, [5), ис 
основанием № был изучен след функции /{ Е И/’Л(В3) и ее обобщен- 
ных производных Ох. } (0 < $ < [3) на гиперплоскости хз = а. Оказа- 
лось, что след принадлежит мультианизотропному пространству 


Зо’ 
И/, ° (2), где многогранник № подобен многограннику % и немного 
меньше его, причем коэффициент подобия зависит от $ и [5. Все полу- 
ченные результаты в работе имеют обратимый характер. 


1. Определения, обозначения и вспомогательные 
результаты 


Пусть В” — п-мерное Евклидово пространство точек х = 


(х1,х2,.... Хи) с нормой [х| : = ОТ х2), О, и7. — множества, соот- 
ветственно, рациональных и целых неотрицательных чисел, @* — мно- 
жество п-мерных векторов с компонентами из @.,, 2% — множество п- 
мерных мультииндексов а = (а:,а2,....@и), где а; Е, ] = 
1,2, ....п. Для х,ё Е ВП, ЕЕ 1, иаЕ 11 обозначим |[а|:=а. +. + 
а р Е, о 
р: Б: е. т понимаемая как обобщенная производная, по С.Л. Со- 


болеву, порядка &. 
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Через [а] и а обозначим, соответственно, целые и дробные час- 
ти числа аЕ В, так что а = [а] +а. При ТЕ @* обозначим 
[7] : = (а, [>], .-., 1). 

Для произвольной функции /(х) и числа Е Е ® обозначим: 

д; к) : = Д(х +1е) — 0%, 
где е) = (0,...,0,1,0, ...,0) — ]-ый координатный вектор в простран- 
стве ВП. 
Через 5(В”) обозначим класс Шварца быстро убывающих на 
бесконечности функций. Через Р[ф]|(&) обозначим преобразование 
Фурье функции ф Е 5(В"), определяемое по формуле 


1 | 
РВ: = — т | е`“® фбдах 
(2п)2 В” 





Аналогично, обратное преобразование Фурье функции ф Е 5(В”) 


обозначим через Е`1[4](х), определяемое по формуле 


1 | 
Е: = — | «ав 


(2п)2 в" 
Пусть. ТЗКкая Е) ее) пе а = 
(хх, ....хк) Е ВК, их" = (Хььа,.... Хи) Е В". Частичное преобра- 





зование Фурье-функции ф(х) Е 5(В") относительно группы пере- 
менных х’ и частичное обратное преобразование Фурье-функции 
(5) Е 5(В”) относительно группы переменых &'’ будем обозначать 
через Р„/[ф](&',х”) и ЕР] Се, 2"), соответственно. 

Для заданного набора векторов из @\ через обозначим наи- 
меньший выпуклый многогранник, содержащий все точки этого набо- 
ра. Многогранник % < В называется виолне правильным, если он 
имеет вершину в начале координат и отличные от начала координат 
вершины на каждой оси координат, а внешние нормали всех (п — 1)- 
мерных некоординатных граней имеют положительные компоненты. 
Обозначим через 7(® (К = 1,2,..., М) вершины многогранника %, от- 
личные от нуля, которые будем называть главными вершинами. Для 


произвольного т Е ©, через т) будем обозначать многогранник с 
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главными вершинами тт (® (К = 1,2,...,М). Для заданного вполне 
правильного многогранника %с В" обозначим Ру(&):=1+ 
и" 

Для заданного вполне правильного многогранника 5%, главны- 
ми вершинами которого являются мультииндексы @(® Е 2+(Кк = 
1,2, ...,М), через И/Я(В”) обозначим мультианизотропное простран- 
ство Соболева, определяемое следующим образом: 


И (В) = {: ГЕ [.,(В") & ра Е 1, (В) УК = 12, ..,М, 


наделенное нормой 


(® 
[98 Ииизевл И Л (в + ОР ||. (в”). (1.1) 


Норма (1.1) превращает И/(В”) в Банахово пространство. 
Используя равенство Парсеваля, легко доказать следующие два 
утверждения. 


Лемма 1.1. Пусть Х — вполне правильный многогранник, верши- 


ны которого являются мультииндексами. Тогда 


МВ") = и: и Е 1,(В^) & /Р.(ОЕ[Ч(®) Е 1 (В") (1.2) 


и исходная норма в пространстве М! (В”) эквивалентна выражению 


2 
[ ы©Еы®Ра 
вп 

(1.3) 

Лемма 1.2. Пусть % есть вполне правильный многогранник, 


вершины которого являются мультииндексами, и Е МВ”). Тогда 
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для любого мультииндекса В Е Х функция и имеет обобщенную про- 
изводную ОВи, которая принадлежит пространству 1.2 (п). 

Следующее утверждение непосредственно следует из теоремы 
2.1 данной работы [12]. 


Лемма 1.3. Для любого вполне правильного многогранника 3, 
вершины которого являются мультииндексами, множество Ср’(В”) 
плотно в М( В”). 


2. Пространство \/ (В?) в случае многогранника 
с нецелыми вершинами 


Пусть Х — вполне правильный многогранник с вершинами из ©%. 

Определение 2.1. Скажем, что функция {Е И/Л(В?), если ГЕ 
[2(В"),р В Е [> (В?) (К = 1,..., М), и для любого 7(® — такого, что 
г] = ЕЮ. конечен интеграл 


Кг, Г) № 
Оно 


а ах! Ах 42, если —.Ю > 0, г® 10 
1+2т 
3 [2] т 
(® 2 
ры чу а 
1+2. 
3 |2] 2 
(Ю 2 
|4. (21) (2ь) БГ" 10| т г 
р ее СО велик” >01“ >00 
т. 7. 
В4 21 1 22 2 
(2.1) 
Обозначим 


КЕ) если г] 5= тк 
М("®, Г) в | р"@9 


Я И. (2), если [7] =г(®` 


(2.2) 
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Норма в пространстве И/Л(В?) вводится следующим образом: 


м а 
ИХ рав) =И Л ыъо+ У М2, 
К=1 


(2.3) 


Лемма 2.1. Пусть ХФ — вполне правильный многогранник, вер- 
шины которого принадлежат @% . Тогда 
М2" В") = и: и © 1 (В) & УЕ (©) Е >С”), 
(2.4) 


и исходная норма в пространстве М! (В”) эквивалентна выражению 


[в ‘ыкора) | 


вп 
(2.5) 
Доказательство. Пусть функция и Е И/’Л(В”"). Покажем, что 
РУ(б)Е[м] Е [>(В7). В силу определения Ру(&) достаточно пока- 


зать, что 


м Е [и] (22а < о, где К = 1,...,М. 
В” 
(2.6) 
В случае [®] = т(® имеем, что "и Е [2(®2), следователь- 
но, согласно свойствам преобразования Фурье, 
("ЭРЫ = Е [ри] (©) Е 1,2) 
из чего следует конечность (2.6). 


Пусть [8] РО. Приведем доказательство в случае `.Ю > 0, 


к 
г. ›> 0, так как в остальных случаях утверждение доказывается ана- 


логичным образом. Рассмотрим интеграл 
[ета Е 1 [ей 222 = 1 
Л-во ($1, 62) к Е Ю> 
82 


|1+27а [1+2 


421422 = 


121 [2 
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. = = 68 


ри" ) |=. |129 





4214272. 
[71 


+09 зт? (2) 
со |2 [1+2т 





Так как очевидно, что интеграл ф. 42 сходится для т Е (0,1), 


9 „09 Е (01 
то учитывая, что в рассматриваемом случае 7: ^,7>^ Е (0,1), получим, 
что ].ю(&1,&2) конечен при любых значениях $1 и $›. Производя 


замену переменных т: = |&1|21, т2 = |272, получим, что 


Л-ао ($1,$2) = и Ь (2.7) 


Из (2.6) в силу (2.7) имеем, что 


] (2) [и (Рава, = ] (у (ЕЕ (Ра а, = 


ее ] Де (в, ИЕ Равае, = 


= 42.425 |1 &.. 


ель — 1 |е 22 — 1 (ЕЕ 
ао 1) ] ня ^^ 


1+2 1+2. 
ати |221 


Учитывая, что в последнем интеграле подынтегральное выраже- 
ние — неотрицательное, можем изменить порядок интегрирования, 


согласно теореме Фубинни. 


] (2) Е ш(бРава&, = 


4614$» | 42142› = 





] ] еббаль — [еее — 1 РЕ 
-аъ 1) 


(К (КЮ) 


[21 [1+2 [22 [1+27> 


_Л.® ал) 
[еле — еЁё121 — е222 + 1 


и а, а, | 42142. 





1+2" [1+27> 


К2 К2 [21 7 
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Во внутреннем интеграле, используя свойства преобразования 
Фурье и равенство Парсеваля, получим: 


| (2)"® Е [и] (аз а&, = 


В2 
2 
1 | ыы 
Лед (11) „, ыы ЕН” 2. |1+272 9 
Цт®,и) _ 
= <о® 
Л. (11) 





ах. Ах> 421422 —- 


(2.8) 

Этим отношение (2.6) доказано. 

Обратно покажем, что если функция и принадлежит множеству 
стоящей в правой части (2.4), то иЕ И/’Л(В?). Так как точка 
[79] (& = 1,..., М) принадлежит многограннику 5%, то (см., например 
[6]) с некоторой постоянной су (5%, [2] > 0 выполняется неравен- 


ство 


(2) < су -Ри(®), (2.9) 


Следовательно, из /РСЕ [м] (=) Е [.(®2) получим, что 
(-—) Е [и] (<) Е [>(В"), откуда в силу свойства преобразования 
Фурье получим, что Ри Е [2(В") (К = 1,...,М). Ограниченность 
Г(тк, и) доказывается аналогично, как выше, применяя обратные шаги 
преобразования. 


Покажем эквивалентность норм: 


М 
Нм ржа) = Им 1,2) + У М (9) = 
К=1 
© ре. 
Им 1, (2) + О” |.) Ги. 


=] [еек 
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Используя равенство Парсеваля и равенство (2.8), можем написать 


2 


И визе) [| РБА 48 
82 


+ У [| в’’еыфра | + 


т®=["6)] \в2 


+ У льал| [< еыФфРа 
р 


[вт 


т 
2 


Обозначив через Мах и тя, соответственно, наибольшее и наи- 
меньшее из чисел ],.(к) (1,1), "(] -= т(® и 1. Так как очевидно, что для 
любого набора неотрицательных чисел а,, } = 1,2, ---, К и числа р > 0 
с некоторыми констатами с, (р, К) > Оис>(ф, К) > 0, не зависящие от 


самих чисел ау, выполняется неравенство 


сл (р, К) (ал + --- + ак) < ар +... + ар < с›(ф,К)(а1 + --- + акр, (2.10) 


можем написать 
1. 


2 


1 
—— лиан [| № ФИВМФР4 | < 
Са 5,3) 82 


1 

<——и и ма). 
1 из (в?) 

та, (5,3) . 


Что и требовалось доказать. 
Лемма 2.2. Для любого вполне правильного многогранника ЭХ, 


вершины которого принадлежат ©%, М2), является Банаховым 
пространством. 
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Доказательство. Пусть и» — фундаментальная последователь- 
ность функций из ИЛ (2). Согласно лемме 2.1, последовательность 
функций \/Ра(2)Е[ии| Е [2(®2) будет фундаментальной в [2(®?). Из 
полноты пространства [>(№?) вытекает существование му Е [2(В2), 
для которого 


п [ао [РК - АР 46 = 


е УР 
ии | УР Е (2) _ шо (| аё=0 
В2 





Функция и(&) = ио(&)/\/Ра(&“) принадлежит пространству 
12(®2). Нетрудно заметить, что Е" [и] Е И/Л(В2) и является преде- 
лом последовательности и» в пространстве И’ (2), чем и доказы- 


вается полнота пространства И/Х(В2). 


Лемма 2.3. Для любого вполне правильного многогранника 53% < 
В2, вершины которого принадлежат 091, множество С°(В?) плотно в 
Ж(р2 
М (2). 
2 (2 
Доказательство. Сначала докажем, что 5 (В^) плотно в И/> '(®В^). 
Пусть т — такое положительное натуральное число, что вершины мно- 


гогранника 775% являются мультииндексами. Так как функции Ру(&) и 


"/Рия(&) эквивалентны, то утверждение леммы 2.1 остается верным, 


если вместо Ра(2) написать \/Риз(&). Пусть теперь и Е И’ (В?) — 


произвольная функция, из этого следует, что ””/Риж(2)й(2) Е 
[2(В?). Из полноты 5(В?) в [.(В2) следует существование после- 
довательности и„ © 5(В?), для которого 


ша [№6 - "Уря 40 
В2 
откуда 
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пет [Уфы | 4 =0 


2 т Я тя (5) 





Так как функции и„(2)/”/Рия(2) Е 5(В?), то по определению 
нормы в пространстве И/ Л (В?) последовательность функций й„(х) Е 
$(В2) сходится в функции и по норме в И/Л(В?), чем и доказывается 
полнота пространства 5(®2) в пространстве И/Л(В2?). 

Остается доказать, что С®(В2) плотно в 5(В?) по норме 
И’ (2). Возьмем произвольный, вполне правильный многогранник 
33’, вершины которого являются мультииндексами — такими, что $ < 
3’. Согласно лемме 1.5, С° (В?) плотно в И’ (В?) по норме И" (В). 
Пусть и Е 5(В2?) — произвольная функция. Рассмотрим функцию и как 
функцию из А (В?). Существует последовательность и» Е С° — та- 
кая, что ии сходится к и по норме Их (2). Так как с некоторой по- 


стоянной с > 0 выполняется || и иво? 5 си И ии (82) то отсюда 
2 


получаем, что при п - 00, и сходится к и также и по норме И/(В2), 


чем и завершается доказательство леммы. 


3. Следы фукций из мультианизотропных 
пространств Соболева 


В В? рассмотрим вполне правильный многогранник о, главные 
вершины которого являются мультииндексы а(® (К = 1,2, ---, Мо). Че- 


рез обозначим трехмерный, вполне правильный многогранник с вер- 
к) _ [© „® М) — Е В 
шинами г(® = (“ ‚а 0] и т) = (0,0,[3) Е 73, где М = Мо + 
1. Х из себя представляет пирамиду с основанием 3% и с вершиной 
у 0 


им). Пусть для х = (хи, хо, хз), х' = (хи, х2). Согласно обозначениям 


-@® 
Ри, (=') =1+ 54°. (=?) ,Ри(®) = Ри (+29. 
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Теорема 3.1. Пусть ЁЕ М(В3) — произвольная функция, $ — 
целое число, удовлетворяющее неравенствам 0 < $ < 15. Тогда для 


5 1 
1-8) 
$ ( 13 ы о 2 > 
почти всех ае ВБу. |, -„ Е М,, (В^), причем с некоторой 
постоянной у! (5, %) > 0, не зависящая от функции Ёи числа а, выпол- 


няется следующая оценка: 


[9 -а | 5 у, ИЛ Шужаз). 
хх а а) у. ИЛ и’; (вЗ) 


(3.1) 


Доказательство. Сначала докажем оценку (3.1) для любой 
функции и Е С° (В3). По определению эквивалентной нормы про- 


(-ы 


странства И/, (В), имеем 


ее 
2 
И, З З (&?) 


= [Ре др У оеарае" 


(3.2) 
Из определения преобразования Фурье имеем, что 


Е’ [Би], хз) = (163)° Ри] (Е, де 334. 


= 


Откуда 


Е у 
Ех" [ри (',а) = = | (123) Ем] (=, 23) её, = 
/2п 


5 е@$з 
ат =] —_ Ри (&) - Е [м] ($', 63) 4&з. 
УРи(2) 


М.А. Хачатурян, А.Р. Акопян 67 





Применяя неравенство Гелдера, получим 


| [Ри] (| 


6 | ВФ, РаЕ, 


—© 


1 + со 
==] Ра - а 
(3.3) 


Рассмотрим первый интеграл. Так как числа [3 и 5 целые, то 215 — 


25 > 1, следовательно, последний является сходящимся интегралом. 


1 
Производя в нем замену переменной т = Ру, (&') 23$3, получим 
+ оо +0 


25 1 25 
Ге [реж 
Рух (5) +3 1—2, И 
а. 
(3.4) 
Использую неравенство (1.4) и учитывая (3.3) и (3.4), можно 
выбрать константу 
5 1 со 
с, (1-Г-5т,Мо+1) 125 
ее 3 Е 
у! ($, [3, Зо) = еж Ь | ЕТ Дт, 


чтобы ВЫПОЛНЯЛОСЬ неравенство 
+ со ’ 
2 Л» Ра (ЕЛЕШ(Е", Раз 
Е Г 


И ен 


о 


(3.5) 


Подставляя оценку (3.5) в равенство (3.2), получим неравенство 
(3.1) для функции и. 

Пусть теперь { Е И’ (3) — произвольная функция, а Ё, < С®(®3) 
— последовательность функций, сходящей к { по норме И’ (3). Так 
как последовательность функций }, сходится к / также по норме в 
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[2(В3), то можно выделить подпоследовательность [* последова- 
тельности [,, — такую, что для почти всех а Е В последовательность 
ДЕ [х.-а сходится к [ |». =а о норме (2). Для таких а и для Уп, т Е 


№, согласно неравенству (3.1), имеем 


| Ва > В и Эа | (1-2 


5 
1 
и, 3 7. (в?) 


Зуи: — А зав) 


Из фундаментальности последовательности [, в пространстве 


И’Л(В3) следует фундаментальность последовательности Бух. а |хз=а 


5 1 
(а) 2 
в пространстве И/, (В^). Следовательно, в силу полноты 


р о . 
последней существует функция [и Е И/, (К^), к которой 
сходится эта последовательность. Переходя к пределу, когда п -> со в 


неравенстве 


| Бух. а [хз=а | 5_1 
я 
и 13 2) (в?) 


<! | ТИ и (вз), 


получаемое из (3.1), имеем что 


[9 | 


5 
и, 13 25) (в?) 


<у, | та Пи (вз). 


Так как /, есть предел последовательности Ох, Ди |х.-а также по 
норме в [>(®?), то по единственности предела в пространстве [>(В?) 
получим, что /[, совпадает с Ох. {|х.=а, чем и завершается доказа- 


тельство. 


Теорема 3.2. Пусть ЕЕ М (В3) и $ — целое число, удовлетво- 
ряющее неравенствам 0 < $ <1.. Тогда для каждого аЕ В, если 
обозначить через 1 множество всех тех =, для которых Ох.Н;.-а+= Е 
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5 1 
т 


д (аъ) 
(В), то существует функция ф; Е М, 3“? (В?) - 


№ 2 


2 
такая, что выполняются следующие соотношения: 


: 5 ри 
ры | В.Г -аче —ф;1 (1-2 я = 0, 


И’. 


ЕЕ 2 


(3.6) 
ПИ (ея 


(3.7) 
где у>(5, %) > 0 константа, независящая от функции Ёи числа а. При- 


5 1 
(1-е) 
13 21 
чем если Ох. „а Е М/, 3 °° 


Доказательство. Для произвольных #1,=› Е ® рассмотрим 


(В?), то ф; и 0$. »,-а совпадают. 


функцию 9(х) = [(х’, хз + =) — Г(х’, хз + =>). Очевидно, что 9 Е 
И’Л(В3) и относительно функции 4 применима теорема 3.2, согласно 
которой выполняется следующее неравенство: 


5 ! 5 ! 
ИД». У (х’, а + =з) — Бух. (х’,а + =) 1 м < 
и, (в) 
1 1 
< у И Х(х', хз + =1) — ГО, хз + Е2) Пия (дз). 

(3.8) 
Пусть #1 и =2, независимо друг от друга, стремятся к нулю, тогда 
в силу непрерывности, в целом, функции { -— правая часть неравенства 
(3.8), следовательно, и левая часть будут стремиться к нулю, откуда, 
ое 

3 23 2 
ввиду полноты пространства И/, (В^), вытекает сущест- 
вование функции ф., для которого выполняется соотношение (3.6). 


Далее, согласно теореме 3.1 и в силу (3.6), будем иметь 


| Ф; 1 51 
Е 
й 13 25) °(в?) 


= |1 5 < 
ТП | Бу. Л|хз=а-е | (1-м к 
&ЕЗ И, (в ) 


У | Г ия (аз), 
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чем и доказывается неравенство (3.7) с константой у = у. Наконец, 
последнее утверждение теоремы вытекает из единственности предела 


(Бы) 
в пространстве И/` 3“? (82). 

Теорема 3.3. По заданному набору функций ф; © $(®В?), где $ = 
0,1, ...,13 —1, и числа аЕ В можно построить функцию ЁЕ $(В?3), 


удовлетворяющая следующим свойствам. Для \$ = 0,1,...,13 —1 


БУ. Г =а —ф., (3.9) 


| вы = — 5 = 0, 3.10 
ны И Вх, Л. =а+ё — Ф5 ем ве) ( ) 
3-1 

< 5 
ИХ и (вз) = Уз 2. 1 ф; И) 


Хо 7 
й (в?) 


(3.11) 


где уз (5%) > 0 константа, независящая от набора функций ф. и числа а. 
Доказательство. Для доказательства достаточно построить 
функцию До Е 5(В3), удовлетворяющую соотношениям (3.9) — (3.11) в 
случае а = 0 сконстантой уз (5%) > 0, не зависящая от набора функций 
ф:. Действительно, [ можно определить, взяв Ё(х1, Хо, хз) = 
(хи, Хо, Хз — а), так как будем иметь Ох. {|х.-а = Ох. | х.=о» | 
Е Иру) (вз) = Ю ии (вз) при любом а Е В. 
Для фиксированного значения $ рассмотрим функцию ф; Е 
Со’(®В) - такую, что 4 (0) = 0 для \] < [,, | =$и 48) (0) = 1. Рас- 
смотрим функцию 


мВ 


ДОтьхь жа) = Бр! | (+ Ру 7.) Ра (Рф, | 
(3.12) 
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принадлежащую пространству 5(В3). Сначала покажем, что постро- 
енная таким образом функция р. (х) удовлетворяет следующим усло- 


ВИЯМ. 


РО = 0, для \/] < [5,] = $, 


(3.13) 
2х. 15%). =о = Ф5(х'), 
(3.14) 
| К Пия (вз) Уз„5 .|| фз | м у 
их в 28 В? 
(3.15) 


где Уз - (3,5) > 0 - константа, независящая от функции Фу. 
Докажем выполнение соотношений (3.13) и (3.14). 


8: 
21 


Сб = Веб (Вы еРь) в 


Следовательно, при \] < [3,] +5 
Л (5) сы (о )=0 
и.о = Ф5 (0) ф;(х') = 0, 
Аналогично, при ] = $ имеем 


25 о = 4 (0)6.(х') = ф.(х). 


Докажем соотношение (3.15). Для преобразования Фурье-функ- 
ции [.(х1, х2, Хз) имеем 


1 5 
РИ = | евр | (о, «) ЕР, (28| ах = 


ВЗ 
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1 5 
] еб ] ем Е" | (ль, «#:) Еф. ($ )Ру, ей рим хз 
В2 


1 5 
| (р, «#:) Ру» (<) Еф) ахз 
В! 


5 1 
Е ЕРА (ОТ | сз, (ль, 7.) рт 


В! 


1 
В последнем интеграле, производя замену 2 = хзРу, ($')?, получим 


1 263 
т 


ЕД = Роу, (25 [ е РВ, (даа = 
В! 





РЕ Ра, (25 РУ] [== 
Ра, (#78 
Отсюда 


Г ьмюа) = | Ра ФИЧА = 


ВЗ 














5+1 
(в) +83) ФР, (в |Р] |=) а = 
в Ру, ($23 
_5+1 
[ПЕР вые ® || (ва, @) 
82 В! 
+ *)|Е М] [= «ь) а. 
Ру, (#7 
Во внутренном интеграле, производя замену т = &3/Ру, (& ВЕ и 

учитывая, что, согласно (2.10), с постоянной с1 (1 = Е = г Мо + 
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1 5 


1) > 0 выполняется неравенство Р;, а "Р(.- а (2) 
23 13 


получим: 
ИХ Изя (аз) = 
_5+1 
[ПЕР вет || (ва, &) 
В2 В1 


ть 


+726 ра, (=) 1 Ру, (ват |4’ = 
[ПЕР в, 78 34| | а+т)|ерлова | а#' < 
В2 В! 


вай | ФОРР а 5.5| а 
К2 ы 


13 13 
+ 128) Еф] ат | аё' = 


ср" [ атас, аа 


ре ь 
в В ва) 
Доказательство соотношения (3.15) завершается выбором 
константы 
1 
2 
= [с | @ +125) Рферат 
В1 
Теперь ясно, что функция (Хх): = $ (х) удовлетворяет 
соотношениям (3.9) — (3.11) в случае а =0 с константой уз = 


тах Уз, причем выполнение соотношения (3.10) легко следует из 
0=5< З ь 


свойств функции у. (х). 
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Теорема 3.4. Для любого заданного набора функций ф.; © 


1-1 
и 13 ав) °(В?), где $ = 0,1,...,13 —1 и числа аЕ В существует 


1 ы 
функция ЁЕ м 31) (3), удовлетворяющая следующим свойствам: 


Пт ИР Ла, — ФЗ 1 Е = 0 для \$ = 0,1...,15 —1 


13 5) (В?) 


И’, 
(8.16) 
и < ‚. а 
Г и (вз) 74 д, Ф; А 
(3.17) 


где у (5%) > 0 - константа, не зависящая от функций ф.. 
Доказательство. Для каждой функции ф; выберем последова- 
тельность {ф.п}и1 © $(В?), сходящуюся к ней по норме в 
5 1 
м 
13 21 
И/, з З 
полученную, согласно теореме 3.3, относительно набора ф;п(5 = 


(®2). Для каждого й обозначим через }, функцию, 


0,1, ... , [3 — 1) и числа а. Нетрудно заметить, что относительно набора 
Ф;л — Ф;т($ = 0,1, ...,[3 — 1) и числа а будет порождаться функция 


Ё — Гл, следовательно, согласно неравенстве (3.11), будем иметь: 


| Л: и Ли уаз (вз) = Уз р | Фи,5 — Фт,5 | 
5= 


Из  фундаментальности каждой из последовательностей 


1) 
{Фпа($ = 0,1,...,[3 — 1) в пространстве А ‘3 25) °(В2) следует 
фундаментальность последовательности }[, в пространстве И) (в3), 


и по полноте последней существует функция / Е А о) (3), к которой 
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стремится последовательность }, в пространстве И 3) (3). Дока- 
жем, что функция { удовлетворяет соотношениям (3.16) и (3.17). Для 
каждого $ имеем 


| Бу. Л|хз=а+е — ф; 1 (1-е мо = 
ИА 13 213 (в?) 


| Бу. |хз=а+е — Бу, Га хз=а+е | (12-5 


и, 


| Бум хз=аче ай Бу. Га хз=а | 


и (в?) 


| Ву. их =0 — Ф 1 ( 


и, 


5 1 . 
зо (в?) 
5 = 
Используя теорему 3.1 и учитывая, что Бу, | |х.=а = Ф5 п, можем 


продолжать следующим образом: 


| Бу. =аче —ф;1 (1-ю < 
ИА 13 213 (в?) 


Уз | Г Е И 39 (в3)) |: 


| Бу. их -аче — Бу иж. =а | (->- 1 


и, 


| Фбт — Ф; | 5_1 : 
, 1-2) 
" 13 25) °(в?) 


Пусть д > 0 произвольно. Принимая во внимание сходимость }, 
13 
к [ по норме в А (3) и сходимость ф;п к Ф; по норме в 
5 1 
(1-5 я 
13 — 
И, 
досточно большим, чтобы выполнялось 


0 
(®2), когда п > с, можем подобрать значение п = пу 


| Ва о ф; | (1-м ы 
и, 13 213 (в?) 


0+1 ЕТ — Эа | (1-м ы 
и 37° (в) 
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Из свойства (3.10) функции /„‚ получим 


О 5 
Пт | Бу. Л|хз=а+е —Ф; 1 (1-- 50. 


о а 


Так как последнее соотношение имеет место для произвольного 


д > 0, наконец будем иметь, что 


. а а 
Пт | Бу. | х=аче — Ф 1 (12-5 я == 


и, 


ши | 05 вазе = Фо || 5 
50 Л а+= $5 и (-6- 55) ог) 


Выполнение соотношения (3.17) с константой у, = Уз сразу 


следует из неравенства 


ЕЯ 
ола о. аа 
ито) (В 1-22 
2 ( ) 50 и 13 5) °(в?) 
переходя к пределу при п -> оо. 
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М. Красйаигуап, А. НакоБуап 
Кизяап-Аттетап Итует5Пу 


АВУТВАСТ 


1 #5 рарег, Чтес{ ап4 ттуетзе етбедАт» Феогетз юг Чегет Айтеп101$ 


(фасе Шеогетз) аге оМатеа Гог №исНоп$ от Фе тивап5ойор1с ЗоБоеу зрасе 


МР (В 3) 1 Пе сазе оЁ опе с1азз о сотр!ее1у гезшаг ройуведгопз 57. 


Кеууог45$: сотр!еЙеу геошаг ро[увеагоп, пи Нап1зотор1с ЗоБо]еу 5расе, 


{гасе оРа Висйоп 
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СОМУЕЖМТУ ОЕ ТНЕ РВОВАВПЛТУ РЕМУТУ 
КОМСТТОМ ОЕ ТНЕ ОГУТАМСЕ ВЕТУУЕЕМ 
ТУ/О РОТУТ$ 1Х А СОМРАСТ ЗОВ$ЕТ ОЕ В1 


Г. Мпабакапуап 


Кизяап-Аттетап ОтуегуЙу 


у. тпабакапуап95@етай.сот 


АВТВАСТ 


Тве рарег 4еа15 \Пй е с1азз1са! ргоетлз оЁ зюсвазИс отоэтарНу: 
оМаште шРогтайоп абоц а сопуехйу оЁ 1е ргора Шу 4епзиу РапсНоп. 
1 15 рарег, ме оМат а{ Фе ргоБа Шу 4епзиу Рапсйоп оР Фе @$апсе 
оЁ6м\о ипопту шдерепдепе 45 16ще4 рот ш мо зеотет ога Ппе 1$ 
10 сопуех (пое, Шаё Юг а зестеп{ Фе ЁКпсНоп 1$ сопуех). А|5 ое 
ргобабИиу 4депзИу АшсНоп 1$ поё поп-шсгеазтемВеп фе пиарош! 1$ 
01514е оЁ Фе зестеп{5. 


З96с]аз$: 53С65, 53С60, 31А10 


Кеумога$: сопуехАшсйоп, ипогшу 91516 ще4 гап4от рошб, 
поп-шсгеа$то. 


1. тегодисЯоп 


Еог мо зестеп ш ВТ Ше [епо оЁ Фе Йгзё зестепе \уе депо Бу 
А, Фе Пепе ое 5есоп4 зезтепЕ у В ап4 1е Чз{апсе Бебуееп зеотеп$ 
Бу С. 

ш 15 агисе, ууе за4у е топоюпу ап@ сопуехйу оЁ е депзиу 
Фзетбиноп Ашсйоп оР фе 41$%апсе оР Фе мо гапдот шд4ерепдепе 


Г. Мпабакапуап 79 





ип Нопщу 91516 ще4 ро ш а зеотеп{ ап ш мо зерагае зестеп 5 ш 
а Ппе. \еса]сшае Ше ситиайуе 415 1БаНоп РапсНоп ап4 1е ргоба Шу 
депзИу апсНоп оЁ Фе Ч1$апсе Гог еасВ сазе. 


Тве тат гези 65 аге: 


ТВеогет 1. Тре ргоба у депзИу РапсНоп оРШе запаге оГ$апсе 
оЁ Те мо гапдот ш4дерепдеп рош 5 ш е мо зестеп ш а Ппе 1$ по 
сопуех. 

ТВеогет 2. Тре ргоба у депзИу РапсНоп оРШе запаге оР$апсе 
ОЕ Ше мо гапдот ш4ерепдепе рош5 ш Фе о зертеп ИВ еп А 
апа В ша Шпе \иВ Фе а1${апсе оЁС 15 по! поп-шстеазто, Ш ап4 ошу 1 
Фе прош оРГ А+С+В 1$ по шсаде4 т апу оЁ Фе зестепе. 

Те Шеогетз сап Бе изе4 т Фе ер14етто]оэу [1] ап4 т е гапдот 
пебмогк$ [2]. 


2. Ргооё оЁ ТВеогет 1 апд 2 
Е!г5е ууе пее4 фо ргоуе Фе ГоПоуушо 1етта. 


Гетта 1. Тве ргобабИиу депзиу Рапсйоп о фе запаге оЁ Фе 
Фз{апсе Бебуееп Фе &\\о гапдот ш4ерепдепе ро ш Ше зеотепе 1$ 
естеазше апа сопуех. 

Ргоо! 1 

ГЕ Фе Теп2@ ог Фе зеотепи 15 А еп Фе ситшайуе а1$ийоп 
РипсНоп оЁ Те зачаге оР1е 41%апсе ум Бе 0 < Е < А 


2АУЕ-Е 


2 ГУЕ Е А [Е 
Е) == Л анаь + [Л лава == (1.1) 


Непсе депзйу РапсНоп \Ш Ъе 


А 
ГО = т (1.2) 
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Тре депуайуе оР Фе 4епзйу РлисНоп Ш Бе пегайуе 

РФ =-=<0 (1.3) 
Непсе Фе ргобабИиу депзиу ВапсНоп \уШ Бе поп-шсгеазте 
ТБе зесоп4 депуануе \Ш Бе розуе 


х@=—>0 (1.3) 


та 


Непсе Фе ргобабИиу депзиу РапсНоп 15 сопуех. 


Ргооё о{ ТВеогет 1 ап4 2: 

\е а5зите, У\ИотЕ 105$ ОР зепегаШу, ПаЁ А > В 

\!е сап заду аП 5 сазез 

е Д>В>С;А>В+С 

е Д>В>СА<В-С 

е Д>С>В;А>В+С 

е Д>С>В;А<В+С 

® С>А>В 

Еог еасВ сазе \уе сап са1сшае 1е 4епзИу РпсНоп апа 15 депуануез 
1. А>В>С; А>В+С 

п 15 сазе Фе пуарошЕ 1$ ш Фе тю оР\е А зеотеп+. 


2((А+в)МЕ-+) 
(А+В)? 


ая(и+в- а С< < В 


О < <С 


ИЕ 








в <УЗВ+С 


Е(®) = т (“- (2.1) 


ве Е бое 





= 





ое (ВУЕ-ВС+5 =) А<УЗАЧС 


(С-УЕ)(2А+2В+С-У®). 
с о. ‚АНСХУЗА+ЧВНС 
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Пепзиу Капсвоп Ш Бе 
А+В-2\/Е 
(А+в)2 Е’ 
(А+В-С-УЕ). 
(А+В)?УЕ ' 


А-С 

ВЕ ВЕС 

А+В)2/Е’ = 
(В = = 


А+В-УЕ . 
све В + С <\<А 





0 < < С 


С<\<В 


(2.2) 





стве: А < < АЧС 


А+В+С-УЕ. 
аква А + С < ЗАЧВ+С 


Аз \е сап 5ее Фе ргоба Шу 4епзйу РКлпсйоп 1$ сопйпчоц$. 
ТВе Яг5( депуайуе оЁ Те ргобаб цу 4епзйу Рлпсйоп 1$ 


О < < С 


> 5’ 
(а+в-С) 


А-С 
^^ __В<«\Е<В+С 
р И 2(А+В)? 15, 
Г @) = 1 (2.3) 


В 
Неве АЕ 


А+В+С 
— азвенЕ А+ С < У <А+В+С 


Те 4епуайнуе 1$ пегайуе, усВ теапз фа Фе Кшсйоп 1$ 
естеазте, Биё Фе епуайуе 1$ поф сопйпиоц$ ап@ ш Фе рошЕ А+С 1$ 
дестеазте. 

ТВе зесоп4 депуайуе \Ш Бе 
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Е 
4(А+В)Е?-5 0 < м 6 
З(А+В-С) . 
4(А+В)2Е2-5 , Сс < У < В 
З(А-С) 
р м Зав: В < УЕ < В-+С 
Д"(@) = - ил (2.4) 
3азве5: В + С < < А 
ЗВ 
з(азвуеее5} А < МЕ < А + С 
З(А+В+С) 


Е А ай 


Те зесоп4 аепуануе 15 а\\ауз розтуе Би 151’{ сопипиоц$ ап т 
Фе рошЕ А+С 1$ по деегитеа, Ба Пе Ягз( депуануе 15 десгеазте \у/ШсВ 
теап$ фа Фе Рпсйоп 15 по{ сопуех. 

1 Фе Ь15юотат \уе сап зее Фе сазе \уПВеп А=4 В=2 С=1 \е сап $е 
Фа №псбоп 105 (е сопуехйу ш фе рошб (В + С)? апа (А+ С)?. 


Н5одгат о? зацаге_оГ_@${апсе 


15000 


Егедиепсу 
10000 


5000 








0 





зацаге_оЁ 4$апсе 


2. А>В>С; А<В+С 
1 15 сазе, ше пиротшЕ 15 ш 1е оц514е оЁ 1е зеотепб5. 
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ТЬе сатшайуе 415 ианоп АшсНоп \Ш Бе 


2((А+ВУЕ-Е) 
мн" 


ая(и+в- м С<\<В 


О < < С 


т: 





Е(Е) = я (и- в <УЕЗА 
2 2 2 
(- СУЕ+ жи 








Е 
се (ВУЕ- ВС + =); В+С<УЗАЧС 
А И: 


(А+В)? 


Ме сап зее, фаЕ Фе Ситиайуе ВалпсНоп 15 сопипиаои$ 
ТВе ргобаб пу депзйу РапсНоп \мШ Ъе 


А+В-2\Е. 
(ав МЕ, 
(А+в-Сс-У®). 
(а+в)? УЕ ' 
А-С 
—_ < 
(о = нев < А 
У-С_. 
ан: ^ <\%<В+С 


‚ В+С<\Е<А+С 


О<\№<С 


С<\<В 





ЕЕ ? 


А+В+С-УЕ 
Ел: А НС < < А+В+С 


ТБе депуайуе оЁ ®е 4епзИу РапсНоп \/Ш Бе 


(2.5) 


(.6) 
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ЕО << С 
_ _ (4+в-©)_, 
2(А+В)24155 , би м <В 


А-С 

_ ;В < <А 

РКО - и 2.7) 
2азвзи, А < МЕ <В+С 


В 
О 


А+В+С 
—2азвн=} А + С << А+В+С 


Аз Ше депуайуе сап Бе розшуе, Фе 4епзИу Рапсйоп 1$ по{ поп- 
тшсгеазте 
Тре зесоп4 депуануе \Ш Бе 


О < < С 


ТТ 5’ 


З(А+В ©. 
вене! С ЗУЕВ 


З(А-С) , 
а чанвуз В < УЕ < А 
Е@) = С (2.8) 
Нара: А < ВРС 


ЗВ 
зачвунЕ: В +С <\<А+С 


(А+В+С) . 
ачвуня А + С < <А+В+С 


Аз \ТепА < Е < В + С Че $есопа деймуануе 15 песайуе Шеп Фе 
ргобаб цу депзИу РапсНоп 1$ пой сопуех. 

3. А>С>В; А>В+С 

1 5 сазе, Ше пиротшЕ 15 шз14е оРе зестеп 5. 

Тре ситшануе 9151биНоп Рисйоп \Ш Бе 
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2((А+ВУЕ-Е) 
(А+В)2 


арк >); В<\№<С 
< Зв+С 


;0 << В 





р 








Е(® = ня (и- 


А вс - :]:В+С<\<А 





сев (ВУЕ- ВС + “ААС 


(С-УЕ)(2А+2В+С-УЕ), 
а = а. ;‚АЕС<\Ф<А+ЧВНС 


\М\!е сап зее, фа Фе Ситщануе КпсНоп 1$ сопипиои$ 
Тве ргобабИиу депзиу РапсНоп Ш Бе 


А+В-2\УЕ 
(А+В)Р УЕ’ 


А-УЕ . 
т О" 


А-С 
ав! ЗУЕВ О 


А+В-УЕ . 
УвРУВ +С < У ЗА 


:0 < < В 








К = 





стве: А < < АЧС 


А+В+С-УЕ 
и 


Те депзйу Рлпсйоп 1$ а]50 сопйпиоц$. 
Тве депуануе оЁ депзИу РапсНоп \Ш Бе 


(2.9) 


(2.10) 
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= я У ре 


А 
ен 8 < 150 


А-С 
= Зазнуня? С < < В+ С 


ГО = : 


В 
Е О м 


А+В+С 
Ноев А О < УЕ ЗАВС 


(2.11) 


Тре депуануе оЁ Фе ргобабПиу 4епзИу Ралпсйоп 15 песайуе уу№св 
теап$ Фе Рапсйоп 1$ поп-шсгеазте, Биё И 15 по{ сопйпиои$ \ур1сВ теапз 
ай 16 15 по{ сопуех. 

Тре зесоп4 депуануе \\Ш Бе 


= р У = < В 


ЗА 
зазвуне: В < У <С 


3(А-С) 
банвуныя! С < <В+С 


Г" = 3 


ЗВ 
Е В А 


3(А+В+С). 
анвыя! А + С < У <А+В+С 


(2.12) 


[ 1$ рояйуе, Би аз Г’(Е) 1$ десгеазше ш рошё А+С Г’((А+ 
С)? —) > Г((А+ С)? +) И шеапз Фаё Фе ргобабИиу 91561Ьиноп 
Капсбоп 1$ по! сопуех. 

4. А>С>В; А<В+С 

п 15 сазе, Фе протшЕ 1$ оц 14е ое зезтегт. 

Тве сита|айуе 4159 1бивоп исНоп \Ш Ъе 
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2((А+В)МЕ-Е) 











в - 30 < ШВ 
а ЗЫ: ры 
;‚С<УЕ<А 
Е(® = ая (и- _ - 


2 2 2 
== (- Е нь Зато 


(в\- В =) ВО АНС 


тен 





Е 


(с-У)@2А+2в+С-УЕ) 
Е АНС<\Ё<АЧВ+С 


Те депзйу Рлпсйоп 1$ 


А+В-2\Е 
(А+в)2 Е’ 


А-УЕ . 
све? В < УЗ С 


А-С 
С < УЕ <А 
Г = р 


\-С_. 
ант! ^ < =В+С 


‚ ВС<\Е< А+С 





0 < < В 





ЕЕ ' 


А+В+С-УЕ 
неыр АО УЗ ВС 


ТВе депуайуе оЁ е ргобаб у 4епзйу апсНоп Ш Бе 


в. О< < В 


А 
—завен=} В < УЕ < С 


А-В 
— 2(А+в)? 15, С<У<А 


Г = С 
ТЕН <В+С 


В 
вен ВО АНЕС 


А+В+С 
"авуне А +6 < М А+В-С 


(2.13) 


(2.14) 


(.15) 
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Аз Ше депуануе сап Бе розшуе, Фе 4епзИу Рапсйоп 1$ по{ поп- 
шсгеазше. 
Тре зесоп4 депуайуе \\Ш Бе. 


В 


ЗА 
4(А+В)?Е?.5 В<\<С 


3(А-С) . 


К® = с 
— азвуе} А «З\Е<В+С 


ЗВ 
звзЕ! В +6 << АС 


(А+В+С) . 
ав} А Ее УЕ <А+ВЧС 


(2.16) 


АЗ КА< Е < В +С Ше зесопа демуануе 15 пезайуе еп Фе 
ргобаб цу депзИу РапсНоп 1$ пой сопуех. 

5. С>А>В; 

п 5 сазе, фе проти 15 оцё514е оЁ 1е зезтеп. 

ТБе сити]ануе 4156 1биноп исНоп Ш Ъе 


2((А+ВМЕ-+) 
(А+В)2 


(АЕ -=+= >); В<\УЕ<А 


В2+А? 


;0О < < В 





НР 


А<\УЗ<С 
Е(® = в О) 


2 2 2 
== (- СУЕ+ ен, СЕ ВЕ 


(ву - ВС+ =) ВСЕ АС 





п-т 





я 


(С-УЕ)@2А+2в+С-УЕ) 
вии. ; А+С < < А+ВЧ+С 


Тре депзйу Рапсйоп 1$ 
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А+В-2\Е. 
(А+В)2 УЕ” 


А-УЕ . 
В <\М<А 


0: ДА < < С 


Г) = МЕ-С 
вии 


‚ ВС<\Е< А+С 





:0 < < В 





(2.18) 





Е 


А+В+С-УЕ 
оае И ОЗ ЫВНЕС 


ТБе депуайуе оЁ ®е ргобаб у депзйу ЕапсНоп Ш Бе 


О << В 


А 
— звеня} В <М<А 


0; ДА < №<С 
= ей (2.19) 


о ь 


ЕВ +С< < А+С 


А+В+С 
банный А +6 < МЕ <АЖВчС 


Аз Ше депуануе сап Бе розшуе, Ше 4епзИу Рапсйоп 15 по{ поп- 
шсгеазте. 
ТВе зесоп4 депуайуе \/ Ш Бе. 


3 
ав 8} 0 < \ < В 


ЗА 
4(А+В)2255 ' В < У <А 


0; А < < С 
ее и 


4(А+В)2Е2.5 , 


вене: В +С < У <АЧС 


(А+В+С) . 
азвеня: А + С < < АВС 
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А5 В<\Е<В+С Ше зесоп4 4енуануе 15 песайуе еп Фе 
ргобаб цу депзИу РапсНоп 1$ пой сопуех. 
Аз \е заду аП сазез фе Феогет 15$ ргоуеп. 


3. Сопсш$10п 


Оиг Шеогетз 5Во\ \Пеп фе ргобабиу 4епзиу РапсНоп 150” 
сопуех г Ше заиаге оЁ Фе 415${апсе Бебуееп Ше о гапдот ш4ерепдепе 
ро ш Фе 60 зеотеп ш е Ппе ап4 У\Пеп # 15 по{ поп-шсгеазте. Еог 
Вигег гезеагсВ, \мезви4у 11$ Рог сопуех ап поп-сопуех дотайа$ ш В? [3]. 
\е сап изе 111$ гези {ю сНесК 1 Пете 15 ешитае4 Ёот Пе зеотеп! апу 
забзестеп \уНеп \е аге сете фе 415апсе ое мо 51епа15 ш Фе Ппе. 
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ФУНКЦИИ ПЛОТНОСТИ ВЕРОЯТНОСТИ РАССТОЯНИЯ МЕЖДУ 
ДВУМЯ ТОЧКАМИ В ПОДМНОЖЕСТВЕ В1 


В. Мнацаканян 
Российско-Армянский Университет 
АННОТАЦИЯ 


В данной научной статье рассматриваются классические задачи стохасти- 
ческой томографии: получение информации о выпуклости функции плотности 


Г. Мпабакапуап 9] 





вероятности. В этой статье мы показываем, что функция плотности вероятности 
расстояния между двумя равномерно независимыми распределенными точками 
в двух сегментах прямой не является выпуклой и, когда средняя точка находится 
за пределами сегментов, не является невозрастающей. 

Подкласс: 53С65, 53С60, 31А10 


Ключевые слова: выпуклая функция, равномерно распределенные слу- 
чайные точки, невозрастание. 


92 Вестник РАУ № 1, 2021, 92-101 





УДК 004.021 Поступила: 03.03.2021 г. 
Сдана на рецензию: 05.03.2021г. 
Подписана к печати: 11.04.2021]г. 


ВЕЗЕАВСН АХО РЕУЕГОРМЕМТ ОКА ОЕЕР 
ГЕАВМУС-ВАЗЕО ГЕММАТТАЕВ ЕОВ ТНЕ 
АКМЕМАМ ГАМСОАСЕ 


Т. сйикабуап, К. Аъей5буап 
Кизяап-Аттешап Отуегуйу 
15о1ак.епиказуап @ гаи.ат 
АВЗТКАСТ 


ш 1$ \о!К, а Порбуе1ю Е ап4 ассигайе |еттантег Гог 1е Аттетап [апоиазе 
15 деуеюре4, изте деер 1еагпте. Чзте СОМВО пепга! пебмогК аз а Баз1$, зеуега] 
а[{егпайуез аге ргорозе4 {ю гер!асе тетогу- ап4 рагатаеег-Веауу \/ога етфбе4 тез 
Уи ПоббмееЪ забуога Еабтез. Туо то ЙсаНопз © #а$Техё а|огИт аге 
ргезете4 Фа+ аге Базе4 оп зиб\уота Геабагез ошу. АпоЙег аЦНегпайуе, 1Йе ауегасе оЁ 
Буе-рат зестеп” етбе15$ аз У’ога’5 уесюг гедисез Фе то4еГз 517е ир ю 10 
Итез ап4 Ше 517е оЁ етЬед 11$ агоипа 100 Итез, Ве тапцаште Фе зате |еуе[ 
оЁассигасу. ТВе 4еуеоре4 1еттайтег’$ ассигасу 15 агоипа е 1еуе[ оЁ Ве зае-оЕ- 
Фе-агЕ Гог зта| геефапК |апоиаоез. 

Кеууог05: [еттайтайоп, деер 1еагите, \ог4 етбеЯЧ1155. 


1. шаодисйоп 


Геттайтайоп 1$ Ше 1азК ог Апаше Фе @сйопагу Ююгт оЁ \ог@$ 
гот а отуеп {ехф, апа 15 а соттоп ап ппрогапё сотропепи оЁ тапу {ехё 
ргосеззте зузетз. Ц Ваз а \74е гапее оЁ аррИсайопз Ффаё шси4ез 1ехё 
с1а5$1Исаноп, сазегте, зедиепсе 1абеПпе», шРогтайоп зеагсВ, \ога 
гергеземайоп 1еагите ес. 
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ТЬе таш соа[ о# ]ептантайоп 1$ ю атеп4 Ше зрагзИу оЁ Техлса!| 
даа Бу отопрше АШЕегепЕ зиг асе Коптз ое зате \уог4 шю опе. ш ай 
зепзе 11 1$ зипПаг 0 зетише, Во\уеуег е 1айвег’ $ и5е 15 езаб15Вед ю Бе 
|езз еНесйуе апа уте14з гануе[у \отзе гези 5 ш до\тзгеат {азКз. Зштсе 
Атгтетап 1$ а тогрбоослсаЙу исН 1апеиасе ап 4оез по! Вауе 1агое 
согрога, фе ауайа Шу оР1ех{ поптаПтайоп 1001$ 1$ езреслаПу спйса1 Рог 
деуеюорше ассигае {ехё ргосеззте зузептл$. Еог е Аппешап |апоцазе, 
Фе гезеагсВ шт 15 Не!4 Баз Бееп уегу Шпие4. АНетр ю зо]уе Ше {а5К 
дите СоМГТ, ЗВаге4 ТазК 2018 [1] 914 по ргодисе геазопау ассигае 
тези 5, Бесайзе оРа зтаП нашше даазет. Зшсе Шеп, 1е зесоп4 уегз1оп 
оГАгиТОР даёазе [2] Ваз Бееп гееазе4, такте роз е йе 4еуе|ортепе 
оЁ тоге ассигае |еттантегз. ш 2018, ап еп4-ю-еп4 рагзег ог Еа%еги 
Агтешап \аз тееазед Бу УетеуаММ, детопзиани» 88.05% 
]еттайтайоп ассигасу оп АттТОР у2.3 {е$4 зе. 

Те арргоасВез 1ю 1еттаНтаНоп сап Бе огопре4 шю 3 сайегопез: 
Фсйопагу 1оокир, гие-Базе4, тасрше 1еагите-Базед. Моу’адауз, 
1еаглтэ-базе4 тео4$ аге ше ргеуаШпе арргоасВ тю |еттайтайоп, аз 
еу14епсед Бу СоМГТ, Зваге4 ТазК 2018, упеге аП ‘юр-реогилте зузетл$ 
и5е пасте |еагпте. Опе оЁ фе ргоетз уу Ше 1айег зузета$ 1$ Фа| 
Феу оВеп ие Тагое зе{5 оЁ рагатеег$ ап4 сап Бе Веауу тетогу-Ул5е. Аз 
агезиф, Фезе зузетл$ саппо! Бе гай ш епупоптет 6 у шииед гезоигсез. 

ТЬ!$ У\отк Юсизез оп 4еуеорше а ПоббмеюН ап ассигайе 
]еттаниег Юг Ше Агтетап |апоиасе, изтс 4еер |еагптте. 'ТВ1$ гезеагсВ 
апа[у7ез {пе за{е-оЁР-Фе-аге Гог 1о\-гезоигсе, №1е-тогрНо|осу 1апепаеез; 
ехр!огез Фе ]ошЕ ташше оЁ ]еттаНтайоп УИ оег {а$К$; ехр|огез 
ауепиез оГ Пеагише ПорбуеюВе Геайшез шУеа@ оЁ рагатеег — апа 
тетогу-Веауу \’ог4 етбеЯ 41155. 


2. Мода5$ 
ЕНогз оп 4еу@орше |епитантегз сап Бе уе шю гее 


сайехотез: Чсйопагу [ооКир, гше Базе арргоаспез ап тасБше Пеагите 
Базед тео45. МасЬше 1еагише Базе ]еттайтег$ Кауе зеуега| 
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адуатасез оуег Чсйопагу [ооКир ап гез: Феу Вауе Фе сара иу ю 
ргосез$ ощ-оЁуосаб\агу №юпиз ап4 гезо!уе атЫеиои$ сазез Базе оп 
сошехь 40 по! геаите Ппеи$Нс ехрегазе, ап4 Ше деуе]оре4 зузет сап 
Бе гегате4 ап4 роце4 10 апо ег |апоиазе. УИ деер [еагипо, И 15 а|50 
роз е фо |еуегазе ишабееа {ех{ согрога {ю [еагп тоге еЙеснуе Геагез. 

СепегаПу, пасе [еагитпс 15 изе4 10 ргед1с{ е шапзЮюгтайоп оЁ 
три \ога ю оат 15 ета. ш ех1зИпе арргоасВез, {пай гапзРогтайоп 
13 гергезещед ш уатои$ Копи, ср сап Бе саегонте4 шю ей стр 
ап4 сВагасег зедаепсе гапз4асНоп. [3—5] шеже4 1еттайтайоп аз а {ак 
о спагасег зедиепсе тапздисНоп. ОуегаП, изше СоМГГ, ЗВаге4 ТазК 
2018 аз геРегепсе, Фе {юр реогите зузета$ ог зтаП еефапк$ геПе4 оп 
зеаиепсе тапзисНоп юг 1еттайтайоп. Уи Ше ехсерноп оГ СОМВО 
[6], Мезе зу$етз \еге Базе4 оп ап епсодет-4есодег пебмотК. СОМВО 15$ 
а пеига| пебуогк Фа! изез сопуошЯопа| ап гесигтепе 1ауегз №0 рагзе 
зещепсез$, ргеФсип» |етта ап тогрВо-зупасйс 1абе|5. Тве шри 
зещепсе 1$ раззе 10 Ше пебмо!К аз а зеаиепсе оРугога-1еуе! 10Кеп$. Е 
Геабаге ехтасНоп 15 реогтеЯ оп еасВ {юКеп зерагау еп ехнасеа 
уесфог 1$ раззе4 гоиеН зещепсе-еуе| теслитепе |ауегз 10 оМаш а 
сошеха1 гергезещайоп. ТВе сомеха!| гергезещайоп 15 еп изе4 аз ап 
три Юг 1азК-зрес!Йс Тауегз. 

СОМВО’$ [еттантег 15 а тапз4исег па{ сопуей$ Ше зедиепсе оЁ 
три \ога’$ сВагасегз шю Фе зедчепсе оЁ ]еппта”$ свагас{ег$. Те три 
свагасетз аге епсо4е4 изше Наша е сопйпиои$ етбеа4115$. Тве 
сощехаа1 гергезещаноп оЁР фе шриё \ота 1$ гедисе4 {гоиз1 а 4епзе 1ауег 
ап4 сопсайепае4 10 ше етфедатс оЁ еасв 1при{ спагацегз, Гогите Фет 
Ёпа| уесюг. ТВеп, 3 1ауегз оГ аПае сопуо[аНопз$ аге аррПе@ №ю Ше 
зеаиепсе оЁ сНагасег уес{ог$. Тне ошри{ оРШе Йпа| сопуоий опа! Тауег 1$ 
а зедиепсе оРуесюгз, \Шсь аге а4опаПу гез1те4 +0 Ше з1хе оЁ спагасег 
уосаб\щагу, изте а сопуо[айопа! [ауег ив 1х1 ЯКегз. ЕтаПу, зойтлах 1$ 
аррПеЯ ю еасВ уесюг ш Ше зедаепсе © деепише е тозё ргобаЫе 
спагасег Рог И. ТВе агсЬКесаге оЁ йе |еттайтег 15 Шазигаеа ш Е1олге 1. 
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1пры мога 


Спагацег 
етредата 








АВедисеа 5 5ТМ 
гергезегцайоп 





Ойаеа 
СММ Гауегз 


Спагацег 
Ргобаб!ез 





РгеФсйоп 





Ервите 1. Геттайсег агсййестите [6]. 


Еог зта| фтееБапК 1апоиасез, СОМВО?’$ [еттай7ег гапКе4 5есопа, 
оу Берта ве Тики МЕР 1еттантег. Сопз14егте Фе 1агое патбег оЁ 
рагатеег$ ш епсо4ег-десо4ег агспцес®иге$, ех{епзтуе башше ите апа 
Фе @ЕЯсиу оЁ Вуреграгатаег ито, ш 115 уогК Фе ргеЁегепсе \уаз 
отуеп ю СОМВО”5 пепга| пебмотК Юг 1еттайтайоп. 


3. Вези 6 апа 015си$$10п 


ш а| оЁ ехрегитет5 Фе АтиТЬР у2.3 {е${ зе 1$ изе4 Гог {еп 
тоде! реогтапсе. Еог зирегу1зе4 1еагитпо, Пе гапдопу з@есе4 90% оЁ 
фе зате даёазе?’$ гаш зесНоп 15 изеа, уе фе офег 10% 1$ изеа Юг 
уа|даноп. Рог ипзирегу1зе4 |еагите, а соПесйоп оЁ1ехё соп$15Н по оЁ91 
топ юКепз 1$ изе4. Те соПесноп шса4ез Аттешап У/ПареФа, офег 
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епсус!оред1а, Ясйоп, аз \е| аз пе\уз апа оз агЯсез от оуег а 4о7еп 
Чегет зоигсе$. 

Моде[5 аге сотраге4 ассог4то 10 ю1 1е${ ассигасу, ассигасу оп 
ои{-оЕ-уосаб\Щагу \\ог4$, рагатеег соипё. ТНе Яг$( Базейпе 1$ Фе 14еп у 
РипсНоп. Аз а зесопа Базейпе, Ясйопагу юоКир \аз свозеп, изше фе 
{гаш зе Гог сопзгасипе йе Ююгт-[епита Ф4сНопагу ап@ 14епёу БасКоР 
Гог ООУ сазез. Еог Гогил$ УИ тире роз51Ые 1еплттаз, {Пе п105{ соттоп 
1етлтла 15 з@ес{е4. ТВе ига БазеПпе ап Фе загите рошЕё Юг Фе заФеа 
то4е[$ 1$ 1е опеша|! СОМВО Петтайтег, гаше4 зерагаеу Вот офег 
{азК5 апа \поие зеЁ-гатите. Рог 15 БазеПпе, газ(Техё етбе4 42$ \И 
уес{ог $17е 200 аге изе4, штате оп а сизют соЦесйоп оЁ {ех5 изше 
ЭкрОгат агсВИесвте ап свагасег п-отапа$ оЁ $17е 1 ю 3. ТВе мога 
гергеземайопз изе4 ш зибзедиепе ехрегипеп5 \еге |еагпе4 изте е 
зате зе{ оЁ Пуреграгатеегз. ТВе Базейпе гезиЙ5 аге героце4 ш ТаЫе 1. 
ТВе оуега {агое( ассигасу \уаз 5е{ 10 90%, агоип4 Ше зате 1еуе| аз е 
Бе5Е то4е15 Ёот СоМГТ, ЗВаге4 ТазК 2018 оп зта| 1геебапК$. 


ТаЫе 1. 
Вазе!пе $соге$ 


ФсНопагу 1ооКир 74.89 27.34 ЕЙ 
ОМВО 8992 66.42 1.3 х 1068 





Тре ре!огтапсе оЁ пе то4е| шт а {а5К сап ойеп Бе пиргоуе4 \Веп 
[15 Нашеа ошИу Юг апоШег ге|а{е4 1азК. ш фе сощехЕ оЁ 1$ \уогк, о 
сопйжигаНоп$ оЁ ]ошЁ Нашше аге ехр|оге4: ПеттайхаНоп апа 
тогрБо|оз1са| апа1у$1$; [еттайханоп, тогрво|оз?1са| апа1уз$1$, ап 
ереп4епсу рагзте. ТБе ехрегитеп{5 детопзгайе Ша{ Фе сотЫтаНоп оЁ 
]еттантайоп ап4 тогрВо]о?лса| апа[у51$ уте!4е4 е Ъез{ гези5 (ТаЫе 
2). 
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ТаЫе 2. 


ош 1еагите геби 5 


Г.еагиште сопйоигайоп ООУ Ассигасу 
87.72 66.42 1.3 х 10е8 


НштогрВ.апа|у$!5 90.77 75.25 1.3 х 10е8 
++ тогрЬ.апа[у$1$+4ер.раг$ ше 90.33 74.75 1.3 х 10е8 


ш СОМВО, 1$Тех( етбеЯ4т25 а1опе сопзийце аз 0121 аз 90% оЁ 
Фе \По!е то4дег’$ рагатеег$. ТБегеоге, \УПеп апише 0 4еуеюр а 





Поббмео  [еттайтег, гезеагсВ оЁ этаПег угогА етбед 412$ \уаз зе]есе4 
а5 ше таш {агое{. ш гесепе уеагз, зеуега] ро\егА\ а[егпайуез$ © \/ога- 
|еуё! етбе4 тез Вауе етегое4 зас! аз ЕГМо, ЕИат апа 1а4е]у ВЕБТ. 
Но\еуег, Шеу гедипе 1агое шташте согрота, этеаё сотршайопа| ро\ег, 
ап ехепзуе Ите ю Наш ап4 цше. ВЕКТ рагасшайу 1$ а1зо Веауу ш 
рагатеег соци (фе раб у ауайаМе ши Ппеиа|! ВЕВТ тоде[$ Вауе 
110 поп рагатщегз, агоци4 аз тапу аз Ра$Тех®. ш 1$ \огК, о 
то4!ЙЯсаНоп$ оГопотта| а$Е Тех [7] то@е! аге етроуеа: по-РазЕТех{ ап 
з0-РазЕТГехе [8]. ТВе Йгзё опе, сопз1Аег$ ошу \/ога’$ свага‹ег п-отап$ 
дигие гашишсе ап \уог4 уес{юг сепегайоп, ше зесоп4 опе 1$ апа1о201$ 0 
Фе Вг5ё опе, Би етр|оуз ошу е п-стапл$ аё Фе еп4 оЁ Те \уога (Е1зиге 
2). п 6\о офегехрегипет, \уога етбед4тз$ аге гер|асе4 Бу {е ауегасе4 
ог ет зябугог$” рге-йате4 етфедатзз (Е1олге 3). Вуе-раи епсо@ те 
[9] 1$ изеа Юг оМашие Фе зи6\гог4$, ап4 мо етфед4те то4е[5: рге- 
таше4 уесюгз Йот ВРЕтЬ рго]есе [10] ап пе\ уесбютз паше4 оп ог 


даа. 
ТаЫе 3. 


5согез Гог уог етред4 т? аНегпайуе$ 


Т.епптай тег Тез ООУ У\ог4 етБеддто | То рагатеег 
Ассигасу | Ассигасу | рагатеег сои сои 


СОМВО-а$ЕТех+ 90.77% 75.25% 1.2 х 10е8 1.3 х 10е8 
СОМВО-по-Ё$Тех( 90.36% 73.96% 4.0 х 10е7 5.0 х 10е7 
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ОМВО-50-Ёа$Гех( 89.55% 72.31% 4.0 х 10е7 5.0 х 10е7 





ОМВО+ВРЕШЬ 90.61% 74.92% 2.5 х 10еб 1.2 х 10е7 
ОМВО-ВРЕ-сизют | 90.86% | 75.62% 1.2 х 10еб 1.1х 10е7 








таз{Тех! 


били 
РЕВИИ, ик 


о. 


по-Ёаз{Теж 


ширины 


спаг-пдгат$ 


зо-Газ{Тех{ 


сшиты 


зихез 





<ыиииий> | < ш ыы вы | 


| 
погатз 
етфьедатаз 


| ] 


мога-еме! 
етбедата 


погат 
етьедатаз 


] 





: 


мог етьедата 


у 


па! 


мога етьедата 


у 


ны вы ож 


"О ПЕ 


р 


а 
мога етьедата 





Зи х 
етбедата$ 


У 
Меига! М еига! Мега! 
Мемок Мемогк Мемок 
ыы 


Нвиге 2. Атсййесшге ораяТехь, по-ГаяТех, апа зо-Гая1 Тех тоае[5. 


ВРЕштб 1$ а соПесйоп оЁ рге-нашеЯ етфед4те$ Юг Буе-рат 
епсодте зи6\ога$. ТВеу изеа УЛктреа тю Теагп Буе-рат епсодте ог 
275 1апоиасез, шса4те Аппетап. Еог гергезещанНоп Теагитпе, еу изе4 
С]о\Уе, ушсН и5е5 ууогА со-осситепсе тайлх 1ю [еаги етбед4те$. Оше 
Фе ипзирегу1зе4 даа, 11$ \уотК 4еуе]орз зииПаг етбе 411$. ТВапк$ 0 а 
зта| уосабщагу $12е, Фезе заб\ууогА то4е|5 аге ататайсаПу ПЩег ап 
сопуепнопа! ууога-еуе! етбед4т?$ ш {епп$ оЁ рагатеег соци апа 
тетогу. ТаЫе 3 ргоу!4ез Ше гези $ оРлошИу гашед СОМВО 1еттайтег 
и5шс №5 Тех( ап4 сотрагез 1 ул Фе гези!5, ууПеге Раз{Техе 15 гер]асе4 
Бу ргорозе4 аМегпайуе$. 
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бшИ шины 
ВРЕ $и6\0г4$ 
ши шп | пы | 


зиб\ммога 
етьедата$ 


Е» 


Ппа! 
мога етоедата 


Евиге 3. Ежтаспоп ор ВРЕ-Базе4 уотА етЬе4тв. 


4. Сопи$10п 


ш сопс[а$10п, 15 \УотК ехр|оге4 зеаФе тео4$ оЁ шсгеазште 
]еттантайоп ассигасу у1а ]ошЕ Пеагите апа заб\уогд-Базе4 а{егпануез 
0 езабИзе4 \уогА ете4дтз$. УИ по-Ё$Тех{ апа зо-Ёаз{Техф, а мо- 
Го|4 десгеазе ш Фе то4е! $17е 1$ астеуе4, По\уеуег Фе реогтапсе 1$ а150 
пегануе[у аЙесеа (езреслаПу уу зо-Ё${Тех®. ВРЕ-Базе4 арргоасвез 
асшеуе4 а десгеазе ш етбе@4те рагатаёег соци! Бу а сг оЁ а№т10$ 
100 ап4 а Ч4есгтеазе ш ю рагатеег соипе Бу а Гасюг оЁ агоипа 10. 
Кетагка у, сизют ВРЕ етфедЯ2$ а!5о таииаш Фе зате [еуе| оЁ 
ассигасу, \ВШе гедииие а ЧгатайсаПу зтаПег то4е|. ТБе 4еуе]ореа 
тоде!| детопзгайез 90.86% ассигасу оп АпиТЬР у2.3 1ез{ зе, \зшсеН 
Беаё$ Фе Базейпе тефо4$ ап@ опфрегЮюгиз Ше 88.05% оЁ Еазет 
Атгтетап Еп4-ю-Еп4 рагзег, \уШсН угаз тате4 ап4 еуаайе4 оп Фе зате 
{гаш ап4 {е54 зе. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ И РАЗРАБОТКА ЛЕММАТИЗАТОРА 
ДЛЯ АРМЯНСКОГО ЯЗЫКА НА ОСНОВЕ 
ГЛУБОКОГО ОБУЧЕНИЯ 


ЦА. Гукасян, К. Аветисян 
Российско-Армянский Университет 
АННОТАЦИЯ 


В данной работе с использованием глубокого обучения разрабатывается 
легкий и точный лемматизатор для армянского языка. Используя нейронную 
сеть «СОМВО» в качестве базы для лемматизатора, для замены тяжелых по па- 
мяти и количеству параметров предобученных моделей векторов слов предлага- 
ется несколько альтернатив на основе подслов. Разрабатываются и тестируются 
две модификации алгоритма Ёа5{ Тех, использующие только внутренние сим- 
вольные граммы и суффиксы слова. Другая альтернатива — использование в ка- 
честве вектора слова среднее векторов его подслова, полученных в результате 
Буе-рат-кодирования. Последнее позволяет уменьшить размер модели от 1 Гб 
до несколько Мб, а размер предобученных моделей векторов уменьшается при- 
мерно в 100 раз, при этом без потери точности. Точность разработанного лемма- 
тизатора находится на уровне лучших решений для языков с небольшим банком 
деревьев. 

Ключевые слова: лемматизация, глубокое обучение, вектора слов. 
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5ГАТЛОМАЕВТТУ ЕЕГЕСТ 
ОМ ТТМЕ УЕВТЕ$ СГОЗТЕВХ С 


К. С5йуап!, Кй. 5тЬагуап? 
Цлилегхйу ор Вай, ИК, ?Уегеуап 5ие Итлегхйу, Аттеша 
Кагеп. 5йуап @ Бай.еци, хтфайуап1 729 @ втай.сот 
АВЗТКАСТ 


Моз{ оГР Фе ех15Яп® Ите зепез сачегте аррИсаНоп$ тейу оп 
регюгтте сазегте оп фе опоша| ог гам Ите зепез даа. ш 115 
сошехь \е 14еп Бу а Ме вар ш Фе Шегавте, аз засВ ап арргоась 
1опогез заНопагИу, \’юЬ аззитез Ше шеап, уапапсе, апа 
алщюсотгаНоп оРШе зепез ау сопзбап{ оуег Чите. Еог о даёазе$ уиН 
Ите зепез обзегуаноп$ УсВ аге Шу поп-$айопагу ап4 ате |аег 
фапзЮюгтеа {0 Бесоте рагйаПу 5айопагу, ап %айопагу, \уе шуезирае 
фе регоппапсе оЁ фе саяегте ао т м Фгее Язапсе тей1с$ 
апа |аёег регРогт АйтепзопаЩу гедисйоп зи РСА ю Е ег еуашайе 
Фе гезиЦ5. \Ме сопс[а4е Фа{ аочэВ поп-5аНопагйу тау поё \отзеп 
сазепие реоппапсе, такте Фе 4абазеё зайопагу Юг Шу 
сотте|ае4 поп-5“айопагу 4аа5еб сап з1ютИсапИу пиргоуе Фе 
сауепие» реопталпсе ап звошА Ъе рай оЁ Фе зап4ата ите зепез 
сазепие ргоседиге. Еайие \оф штау шс№4е ехрюпп» Ше 
регюгтапсе оп шш@р!е 4аёазез уу Чегет 4еогеез оЁ ши Я- 
соШпеагйу ап4 заНопагИу Юг а тоге сотргерепзуе ипаег%ап4 те оЁ 
{Бе еЁЕест. 

Кеууогд5: Тпе Зепез, Сизегто, З4айопатЦу. 
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1. Пигодисйой 


Сразепие апа[у$1$ сопри1$ез а зеё оГипзирегу1зе4 Пеагитз те#о4$ 
апитсо 10 Ипа отоир$ о са$ет$ оР обзегуаноп$ ут а Даёа зе. Тве 
сазегио ргоседиге гедиитез деегииитте Фе пипабег оЁ эгоирз апа 1$ изе4 
ш тару Ве!4$, зисЬ аз байзИс$, 610]о2у, ап раНега тесост оп. Тве 
отеафег фе Ботозепейу уИБт Фе отопрз апа Ваегосепену Бебмееп Ше 
этопрз, 1е Шерег 1е диаШу оЁ Фе сафег апа[у$1$ (МаКкНочк, 2018). 
М!Пеп регРогише сГазентие, мо пароцап дез1еп стцепа аге пе сауепие 
а1оогИбт ап Фе Ч${апсе теазиге. ТБеге аге Шгее таш сайесонмез оЁ 
а1 отт: рагипопа[, аепзйу-Базе4, ап шетагтсшса[. ш 1$ могК, ме 
и5е а роршаг К-теапх а1еогИ бт, ап Юг Фе К-теап5, Фе сепго1А тау 
по{ Бе ап асла! даа сещег (Лауе4, [ее апа В12то, 2020). ТЬ$ рагЯНоп- 
Базе4 а[хогИ ит гедиигез {па{ йе питбег оРс[азег К Бе зрестНеа, апа э1уеп 
К, Фе а2оп ит Иегаёез уу Во асе: (1) са1сшаез сепго14$, апа (2) 
а5512п$ даёа ро ю Ше с[105е5( сепго14, ип] а{егилтайоп соп оп (е.о., 
питьег оё ИНеганоп$з) 1$ те. Еог пиргоуше са$егте ассигасу, опе сап 
регогт 7-зсоге погтаНтаНоп (Мовата4 апа Озтап, 2013) ог ехрегипетЕ 
УИ е гапдот зее4 рагатеег Гог з@есип® стаз{етгз у е В1оНез{ шига- 
сазег зпиПагйу апа 1о\уез{ пцег-стазуег зипПагиу. СТа$егие апа[у$1$ Ваз 
ппрогапё аррИсаНоп$ Юг ите зепез даа, усн 1$ а зедиепсе оЁ уапае 
уашез огдегед Бу ите. ТВе аррИсайопз$ оЁ Ите зепез сазегте шсаде 
ВНпапста] рогФоПо БаПатье, регзопа|те4 ага 4ез1еп, ап сапсег зи6-6уре 
1депийсайоп (Тауе4, Гее ап4 В177о, 2020). 

ТЬ$ \о!К 1$ рай оЁ Уйо[е пте 5ептез сияетте, \Теге \е аррЙу 
сопуепйопа| сазегте оп Ч15сгее об]есз 4еЙйпе4 аз ите зепез. \е мог 
У мо даёазе{ Шаё соташт ап и-5е{ оЁ ите земез уапаез гесат@ те 
Мазегз апа РЫО едисайоп ш Аттешта ап4 сопдис{ ге!еуап( ехрегипеп 5, 
Ус \е пате, Мазету Ехреттет апа РИО Ехрептепг. АШоиеН 
ипзирегу1зе4 1еагише {есбтидиез Пауе Бееп ул4еЙу ехр/оге4, Фет 
аррИсайоп$ ш Фе ите земез апа[у51$ сощепе Вауе саше4 рагясчаг 
айепноп Гог Ше гесеп+ Ре\у уеагс. 
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2. Гиегаиге 


Сразегие Ите зепез даа Ваз Бееп изе4 ш Чтуегзе зслепИийс агеа$ 10 
ЧФзсоуег 151205 Кош сотр! ех 4абазе, Нот сепе ехргезуоп даа ш 
Ыо]огу тю зюсК тагКе{ апа1уз1$ (АзваБогоге1, Зеуеа ЗвикПог$В1А1 ап4 
Уше Уав, 2015). А Нте зепез 1$ с1азз1е4 аз дупапис даа Бесаизе Из 
уашез спапое аз а №псНоп оЁ Ите ап4 1$ а[50 а {уре оЁ {етрога| даа. 
ОзиаПу са$егше засВ об] ес 1еа4$ 10 а 415соуегу о уаае райегиз$ ш 
ите зепез 4абазе{5, ап те земез сазегие 1$ Ше п10$( изе4 арргоасВ аз 
ап ехр|огабюгу ап забточипе 1есби1аце ш тоге шуо]уе4 даа тште 
а]отИиа$ засВ аз ше 41зсоуегу ог апота]у деесйоп (СЬ1$, Вапецее апа 
Наззатеп, 2009; Азпафогоге1, Зеуеа ЗВиКквот$ 11 апа Уше УМав, 2015). 
Типе зепез стазение 1$ ЮгптаПу дейпе4 аз оПо\5. 

Оейшвоп 1 Тите 5етеу сияептте. Стуеп а ажазе! ор п ите 5етеу 
ажа О= {Еь,Е>,..,Еп}, Ше ргосез5 о} ипзирепязе4 рагтИпоттв ор тю 
С={СьС.,..,Св, та мау Та! потозепеои; ите 5епез аге втоире4 Базе 
оп а ятЙагиу теазите, 15 сайеа Тте 5епех сияеттв. С; 15 саПеа а 
сшияег, ийеге Б=У Сапа СП С;= юг 6= }, 

Моз{ оЁ Ше \огК ш Ите зепез сазетие 1$ сазз1ед пю гее 
сайесотез: Уйо[е ите 5етеу сиЯеттв, 5иб5едиет сиЯеттв, апа Тте 
рой! сшяеттз (АзТаБогоге1, Зеуеа Зи Вог$141 апа Уше У\ав, 2015). 

АрзваБогого1, Зеуеа ЗВиквог$1 апа Утше \МаН (2015) зае фай 
гот Фе ех1$9пе Шегаеаге те зепез стазегие Ваз Ююиг тат сотропепв: 
Аптепз1опау гедисйоп ог гергезеайоп тефо4, @апсе теазигетепть, 
сиз{егие аеогИбт, ргоюбуре 4ейшиоп, ап@ еуашаНоп. ТВе 
Аптепз1опаШу гедасйоп 1$ езреслаПу ипроцап{ у\Веп Шеге аге тетогу 
гедалтетеп!5, ап4 @з{апсе сайсиайоп атопе га\ даёа 1$ сотршайопаПу 
ехрепзуе, ап4 тедисНоп зрее4$ ир сазегие (Гли её а[., 2003; Кео®В апа 
Раттат, 2000). Ехатр|!ез оГ апптепзюпау гедасНоп арргоаспез аге 
Пу5стае Гоипег Тгапуютт, О5стае Уауёет Тгапуотгт, Этешаг Уаие 
аесотрозтоп, Обстае Со5те Тгапуютт, тешаг Уаше Бесотрозйоп, 
СйеБузйеу Ро[упот1а[5, СПрреа Баша, егс. 

ЕогтаПу, а гергеземайоп тео4 1$ дейпеч. 
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Рейш@оп 2 Трте 5епе5 гертезетаноп. Слуеп а Нте 5епез ааа 
Е=4р,...,Еь..,Ет}, гертезетаноп 15 тапзютттв ше ите 5етех 10 апойет 
ФтепяюопаШу тедисеа Е;=4},...,Ех} тйете х < Т апа ф мо 5етеб аге 
ятйаг т ше опята[ 5расе, еп тет гергезетаНоп5 зпошА Бе таг т 
ше тапзрюттаноп расе 100. 

ЕззепнаПу Шфеге аге Гог таш {урез оЁ 415апсе теазиге ш фе 
Шегабиге, \мсВ аге бйаре-Ба5еа, Сотрап5оп-Базеа, Ееаите-Базе4 ап4а 
тоае-Базеа. ТБе 5йаре-Базе4 зипЙагиу теазиге 1$ 0 Ипа Фе зппПаг ите 
земез ш Ите апа Варе, засВ аз ЕисПаеап, ОТУ,, [С55, МУМ теазиге$ 
ап 15$ изе4 уеп у’откш» У 5Вом те зепез. Сотратзоп-Базеа 
тефо4 15 заНа е Юг Бо звом апа 10оп> Ите зепез дайа ап4 шс[а4ез 
теазигез засН аз СОМ, АиюСоттёаноп, Реагзоп Соттёаноп Соейсмчети. 
Еесииге-Базеа, Мо4е1-Базе4 теазигез аге зацае Юг 1015 ите зетез даа. 
Тре обзегуайоп$ оЁ зппПагИу/91$зииПагИу теазигез зом ФаЁ 10$ 
еНесйуе Ч15$%апсе теазигез аге Базе4 оп дупапис ргозтатилте, \Шсв, 
Воуеуег, аге уегу сотршаНопаПу ехрепзуе. Еог аейпте с[а$уег сещегз 
ог ргоюбурез, Шеге аге изиаПу Ш гее арргоаспез, \исВ пир[у своозше е 
тедо14 зедиепсе оЁ Ше зе%, Ше ауегаре зедиепсе оЁ Ше 6%, ог изше |оса1 
зеагсв. ш 1егил$ оР Ише земез стаегтие а!еогИил$, бе п10${ соттоп 
арргоаспез аге Рагийоттв, Шегагсмса Ста-Ьазеа, Моае!-Ба$еа, 
Реп5пу-фазеа, апа Мши-яер Сияетпе. Опе оЁР\е тоз{ изе4 а12огИтп$ 
Юг РагИпоптв СшияЯетиз аге К-Меап5, К-Медо14$, апа Еигху с-Меапз. 
Шетагстса Сшяеття 15е$ асо]отегайуе ог 4гзуе ао Юг 
сизегие, соп$14егз еасб Цет аз а стазег еп отадиаПу тегоез ет 
Бойот-ир, ипПКе Чулятуе, уШсь $5 аз а зпе са$ег ап4 Феп $рШ$ 
Фе сазег {0 геасв стазег$ у опе обес". ТВезе а!>огИи$ саппо! а4 1$ 
Фе сазет$ айег зрШпе, зо оепегаЦу, Шеу аге сотЬше ул офег 
а1отИбиа$ (Азпабо2тог?1, Зеуе4 ЗВикрБог$В14 апа Уше \\ав, 2015). Еог 
уа|дайпе сазег$, Шеге аге тейлс$ зисВ аз Сшяег б1тйагиу Меабите, 
ЕоЖеу апа МаПоу таех, Лассата 5соте, Е-теабите, Етгтору, апа 
5$ИйоиеНе 5соте. 

Глийе Шегабаге гесат@те те земез са$егие адгеззе4 поп- 
уайопагу ш фе \уогК. Ехатрез оЁ засН у’опк$ аге е опе оЁ (Х1опс апа 
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Уеипе, 2002), \По арр!у ЧШегепсше орегайоп$ ® тетоуе поп- 
зайопагйу Нот фе Ите земез БеРоге ргорозше а пихише ог АКМА 
то4е!$ Рог сауеппе, ап4 Фе \’отК оЁ (\Мапо её а1., 2004), Во {ез{ Фет 
ргорозеа сТазегте арргоасН оп Бо га\ Ите зепез даа аз \еП аз Ше 
гетатштте Ите зепез айег детеп4 те ап4 4езеазопа те Ти 1$ зесНоп, 
\уе а[50 ргезепе фе тео4о!ос1ез изе4 п 615 \огКТ. 


2.1. 91$апсе Мейлс$ 


Еог сасщайп» Фе 415$апсе Бебуееп Фе сауегзш Фе К-теапз 
стазегте а!еогт, \е изе еисйаеап, упатс Тте Уатртз (РТУ), 
апа 5ой-(ОТУ’) аз оиг таш тейлс$. ОТУ/теазиге$ зппПагиу Бебмееп о 
{етрога]| зедиепсез, ап опе оЁ ®е таш ауатазе$ 15 фай # сап сотрие 
фзапсе$ оГите земез ув Аегепе |еп25. бой-РОТУИ БаПа$ проп ОТ\У 
ап 1$ а а егепнаЫ е 105$ КапсНоп ргорозе4 Бу (Сишп апа В]опде1, 2017). 


2.2. ЗИвоцчеве ш@дех 


УМТеп фе питьег оЁ са$егз 15 по{ Кпо\и ш адуапсе, Фе ЗПВочеце 
шдех сап Бе изе4 10 оМат Фе орйта! питбег оРса$егз. Еог а олуеп ите 
ее; х ш оиг дайазе ш Фе са%егСь ме са|сшае: 

. 5 ауегаре 4133 ппПагйу у гезресё 0 аП оег Ите зепез ш Ше зате 
стазег 


1 
а(т) = С-1 х о а(х, у) 


УЕСух 


* 15 ауегасе 4155 пиПагИу зу гезресе 1ю а офег Ите зетез ш е 


пеаге${ сТазег 


1 
Ь(=) = шт —— У. 4(т, у) 


2.971 С; уЕС, 


‚ фе ЗПроцене уаше 


"ТВе соде сап Бе Юл ш Кагеп-215Вуап/ите-зепез-стаение (оИНиЬ. сот). 
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(т) -а(тх) . м 
5( г) = та216(2),0(=)} } СИ > 1 
Оо, ИСЛ = 1 





. апа ЗПропейе шаех Бу 


[С] 
1 1 
5(С) = ТС] >. (7 У 8(+) 


ЕС; 


ЗПВоцейне шдех ргодисез ори Нот Ве гапзе о# [-1,1] (РойКуап, 
2020), апа меВег уааез шд1сайе \еП-5ерагайе4 са$етс. 


2.3. МогтаН7аНоп 


\е изе а пш-тах погта|таноп, ср Баз фе КоПо\лие Когт. 


Хх 7) Хпит 


Хпотт ге 
Хх тах Хх тип 


\Пеге Х 15 а зепез ш е дафазет. 

2.4. ОШегепсто 

Еог такте опг дабазе{; заНопагу?, \уе изе Йгз{-ог4ег Ч1егепсто, 
Ус 15 4ейпе4 аз: 

АХ! = Хх! ХЕ1 

2.5. РСА 

Еог бе Ргшс1ра! Сотропеп( Апа[у51$ (РСА), р-4птепз1опа| уес{ог$ 
аге рго]есе шо а 1о\уег 4-4птеп$1опа! зибзрасе \уоца 10515 1ю0 тисВ 


шЮгтайоп. ТВе ошксоште 1$ рипс1ра[ сотропет, уе зрап е 
зибзрасе ш 4 апесноп$ (ЗВа|2л, 2012). 


2?ТБе сопйдепсе ицегуа| ог %абопагиу 15 {аКеп аз 90%. 
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3. ОаазеЕ 


Тре даёазеёз аге 1аКеп Нот Фе ЗаН$Иса! Сошшщее оЁ КА апа 
гесаг4 Мазегз ап4 РЫО зш@ез ш Аглеша?. Те опета! Мазегз дабазе! 
апа РЬО даёазе шс1аде 60 апа 103 со[ити$ (Ите зетез), тезресиуеу. \\е 
гефисе Фе питбег оЁ зепез ю 18, \У№мсЬ аге Фе зате зепез Юг Бош 
Ча{азе{$ ап4 сап Бе зееп ш ТаЫе 1. 


4. Мето94о10огу 


\е сопдисё Игз{-ог4ег Чегепсте г Бой Мазегз апа РВО 
Ча{азе{5 ап {е5( $аНопагйу Гог еасВ Ите зепез. То оМат ог Йпа] дайазеф, 
\ууе |афег 14еп Бу аЙ поп-%{айопагу со[аллп$ ап тгетоуе Фет от Бо 
айазе. Т№5 1еауез и5 УИ 9 Ипа! Ите земез умер аге агат Фе зате 
Гог Бой 4а{азе 5. Ехреитепип» \уЙВ Фе зате зеё оЁР ите зепез асго$$ 
Чегет $асез аПо\у$ $ 0 Бауе а Бейег ипдегз{апате оЁ Фе еНес оЁ 1е 
сопансе4 1есртаче. \\Ме сасиае е зПроцейе ш4ех Юг Фе опоша![, 
Ёг${-огаег Ч1егепсеа, ап4 Нпа| дабазе5 изте Еисйаеап, ОТУ,, 5ой РТУ 
@Яз{апсе тейлс$. \\е пате е ге]айуе ехрегитеп азМазету ехрегитепе 
апа РАО ехреийтеп+. \е 1мег сопдисё РСА изше 5ой ОТУ’ ю оБзегуе 
Бом саепие регюоптапсе свапоез$ ИВ а гедисе4 зе{ оРРеабаге$ №0 оМат 
ог сопс[а$101. 


5‘айопагИу Свеск 


Опе сап гетоуе поп-5$‘айопагиу Нот Фе Да{азе! Бу изте тефо4$ 
засВ аз Зеазопа! А4@иуе/МиарИсайуе десотроз1оп, ЗТГ десотроз1- 
боп, О1егепсше, ес. \\е ехрегилепЕ ИВ а гее арргоасВез, Биё а ме 
Бауе уеапу ааа, дЧесотроз!Шюоп тефоа$ Бесоте 1е5$ зийаЫе Гог 11$ 1азК 
ап4 4о по{ РАПу гетоуе зайопагИу, зо ошШу е гези5 ул ЯгзНогаег 





Те даа зе5сап Бе оматей Нот РХ-\Ме - Зеес(аЫе (аптуафапК.ат) ипдег“Мазег 
Ргортате едисайоп ши иайоп$ Бу ш@сафогз ап4 уеаг’ап4‘Роз{-СОтадиайоп Бу ш@саюг$ 
ап4 уеагз’. 
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@Негепсшс аге ргезеще4. \Уе сопдис( ап Аизтещеа ПусКеу Еиег {е$ 
Юг Фе ите зепез ш Фе Мазегу апа РЯД 4айазе $, ушсь {$5 фе пи|- 
Вуроез1$ ай Фе зепез 15 поп-%байопагу. То таке поп-зайопагу зепез 
уайопагу, \е 4о Игзог4ег Ч егепсше а5 дезспе ш ЗесНоп 2.5, апа 
ргезепЕ Ше гези!5 ш ТаЫе 1. 


Сши$егто апд Оппеп$\опаШу Кедисйоп 


\е изе а шт-тах поппа|таНоп аз дезсте ш Зесйоп 2.4 Юг аП 
фе ите зетез уапа ез ш Мазегу апд РИО даазез, умсЬ зса1ез Фет 
гот 0 о 1. Ты$ тефоа 4есгеазез пе оч ег еЙесё ш Чапсе сасшайоп 
ап а@геззез Ше песайуе обзегуаНопз$ гезийе Нот Йг${-огаег 
@егепсшо. То з@ес( Фе Безе К Юг сауепие, уе Нега оуег 1е К сазег 
рагате{ег гапошсе 1 © 10, реогт а К-теап5 стазегто, ап4 са1си же Фе 
5Ипоиейе 5соге г васй К. Т№$ ргоседиге 1$ гереже4 Гог Бой Мазегу ап4 
РИО ехрегитеп. Гайег \е сопдисё РСА оп Фе опеша|, Йг${-огаег 
Чегепсе4, ап4 Йпа| даёазе асгоз$ Бой ехрегитет5. Аз а @1${апсе 
тес, бой ОТИ 1$ изе4. 


5. Вези 5 


Ошг гези $ аге зиплтахиие ш Нуе {аез. \е гедисе Ше 4айазе$ ю 
шсГа4е фе зате зеё ог Ите зепез Геаагез ог Бой Мазег$ апа РВО 
дабазе Гог сотрагабПиИу ап4 Бейег еуашаНоп. ТВе гези$ Нот ТаЫе 1 
зом Фа{ еуеп ой? е огета| РНО дайазеё сопатз Коиг зайопагу 
уапа ез сотраге4 ю Мазег$ опе, оп ауегазе 1е РВО 4аазей 1$ [е$$ 
уайопагу Фап Фе Мазег$ даёазе! (с1озег Фе Р-уа№е 1$ ю 1, Ше 1е5$ 
зайопагу Ше зетез 15), \ись сап Бе зееп Бу 1оокше а е Р-уаме гези $ 
о фе Отета[ соли Юг Бой даёазе{5. ТаЫе 5 зВо\уз Во\и согге] {4 оп 
ауегасе фе Ча{азе{$ аге. \!е зее Ша Фе Мазегз айазей 15 ехиетеу 
согте]ае4 оп ауегасе, \ись 1$ апофег ргоМет ю саз{егие аз зЗВо\т Бу 
(Затбапдат, 2003) ап4 по 4 Бе Вап ед. \Ме понсе ФаЕ 4егепсте 


110 5айпопагиу ерес! оп те 5ете5 Чияенпя 





Ве]рз {0 десгеазе ауегазе соггейаноп Юг а 61еШу согге] е4 поп-заНопагу 
дабазее, Пе Ваз ше ппрасё оп а 10\у сотгеаже4 поп-5$‘айопагу Чафазет. 
\е а[5о обзегуе Ша заНопагИу/поп-5анопагИу 4оез поё уеё пару 
ыоНЛо\у сотте]аНоп. \е сопдисе @егепсте, \уртсЬ таКез Фе та]огИу 
ог \е уапа е$ зайопагу ип4ег 90% сопйдепсе пиегуа1, Би е ппрасё т 
{еги$ оЁ байопапише Ше зепе$ 15 тоге Юг Ше Мазегз дайазе!. То оМат 
оиг Йпа| Чаёазеф, ууе 1аКе 1е ипоп о{ поп-5‘айопагу уапаез вот Бой 
абазе, ап гор Нот еасБ, таке зиге Фе Ипа! Мазег$ апа РВО 
айазе{$ агат Бауе Фе зате те зетез 5еф, апа Пе Ипа] зе Гог еасВ дабазей 
сопа$ 9 ите зетез. \!е сопз14ег Ч1егепсте Гог еасн Ч15апсе тейлс 
ап4 еасП дайазее.№ууе сотраге Фе реогтапсе оРе опртпа] зепе$ асго$$ 
ТаЫе 2 апа ТаЫе 3, ууе зее фай 1е стазегие гезяН$ аге шоПег Гог аП 
Фзапсе тенлс$ Гог фе РЬО ехрегитепь, Ши$ \е саппо! с1апи Фа К- 
Меап5 Юг поп-Зайопагу дабазеё реопиз$ \отзе ап оп а 5байопагу 
айазе(.Но\меуег, \е аге 1е5$ пиегезе4 ш Фе регогтапсе оЁ пе омотта!| 
а{азез ап тоге пщегеме ш зееш» упешег таКше Фет з{аНопагу 
пиргоуез реоппапсе. Ву юоК1ше а{ ТаЫе 2, уе 5ее ай ехсерЕ г 5ой- 
РТУ Юг К = 7, Иг$(-ог4ег @1егепсте ейег Кеерз е зате ог пиргоуе$ 
сиз{егие регГоптапсе \уИй ЕисПаеап, ОТУ,, ап4а 5ой-ОТУ Фяапсе 
тейтс$. Егот Фе гези5 оЁ ТаЫе 3 Рог Ше РЮО ехрегипептф, а№оиэВ Фе 
пихе тези $, Нг${-ог4ег @егепсше 1$ по{ уегу еНеснуе. \УиВ Фе 
ЕисПаеап тес, АШегепсте тозИу ппрашз тезиз, Юг БТУ,, 
@егепсте пиргоуез регГогтапсе г А = 2 ап4 К = 3, Би еге 1$ а гедисеа 
регРогтапсе Юг пе теташите сГазегз. Еог Зой ЮТУ, ехсер! ог сазегз К 
= 3 ап К = 6, 5ой ОТУ/ пиргоуез регоппапсе. Еог Фе Йпа| да{азе!з Юг 
Бой ехрегипещб, ме тозНу оБбзегуе а 4естеазе ш реогтапсе сотраге4 


(0 Фе Яг$(-отдег ЧЕЕегепсеа 4айазе. 
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ТаЫе 1: Запопагиу Гог о даазе!5. 


Типе 5ег1е$ | З‘айопагйу (Р-уаше) 
| Мачег; Рагазе РВО Райазе! 
пена ВизнОгаег Опета ВизсОгаег 
ы РПУЙегепсе4 ы О!егепсе4 
Митьег оЁ \мотап епгап5, регзоп$ 0.318 0.004 1.0 0.0 
Митбег оЁ тап епгап(5, регзоп$ 0.353 0.0 1.0 0.06 
Митьег оЁ ае ог4ег ганите \уотап епгап5 0.586 0.0 0.837 0.08 
Митьег оЁ мае ог4ег татте тап епгап($ 0.270 0.904* 0.953 0.197* 
Митьег оЁ ра тапиае \уотап епгап5 0.264 0.006 0.0 0.001 
Митьег оЁ ра пайиле тал епгап5 0.147 0.0 0.304 0.780* 
Митьбег о? \мотал $ш4еп 0.746 0.001 0.840 0.144* 
Митьег оЁ тап $и4еп(5 0.00 0.745 0.974 0.011 
Митьег оЁ мае ог4ег гаше \мотап $4ети$ | 0.653 0.009 0.639 0.0 
Митьег оЁ мае ог4ег гатите тап ету 0.710 0.86* 0.001 0.011 
Митфег оЁ ра шанипе \уотап 5и4епи 0.991 0.0 0.516 0.323* 
Митьег оЁ ра шаште тап ше 0.390 0.077 0.505 0.002 
Митьег о? \мотап огадиа(еу 0.997 0.154* 0.0 0.0 
Митьег оЁ тап эгадиае$ 0.565 0.0 0.683 0.530* 
Митьег оЁ Гоге1оп \мотап епгап 0.195 0.0 0.417 0.001 
Митфег о! Гогегоп талп етап 0.640 0.0 0.0 0.25* 
Митьег о? Гогёйоп \мотап зе 0.382 0.53* 0.908 0.033 
МитьБег о{ Гогеоп тап $иеп5 0.502 0.0 0.191 0.0 


Азепй5К (*) Чепогез а поп-%{апопагу ите зепез, \у/мсВ 15 гетоуе4д © омат ог Йпа| ег оЁ $еме$ 
Гог Бо! ехрегитеги$. 


ТаЫе 2: Мамегу Ехрейтети Кезих. 








Сшуег Мштфег | ЕисН4аеап ту 5ой ОТУУ 
Ри ВизеОгдег |. га ризсОгаег |. ея Риу-Огдег > 
Опетта! Ч егепсеа Ра! | Опола! И егепсед Ра! | Опзтта!| [Я егепсеа ла! 
2 0.24 0.26 0.22 0.16 0.33 0.22 0.34 0.67 0.5 
3 0.17 0.29 0.27 0.09 0.19 0.16 0.35 0.58 0.44 
4 0.1 0.32 0.34 0.14 0.17 0.26 0.38 0.55 0.654 
5 0.11 0.28 0.24 0.14 0.17 0.25 0.36 0.46 0.443 
6 0.16 0.24 0.19 0.11 0.13 0.15 0.33 0.52 0.726 
7 0.244 0.35 0.06 0.09 0.13 0.08 0.29 0.2 0.59 
$ 0.212 0.32 0.1 0.09 0.13 0.1 0.09 0.44 0.59 
9 0.227 0.26 0.1 0.1 0.01 0.39 
10 0.214 0.25 0.1 0.07 0.29 0.4 
ТаЫе 3: РВО Ехрейтеп( Кези5. 
Сшяег ХитБег ЕисНаеап отм бой ОТ 
т Виз-Огдег |. Е Визе Огаег |. ел Виу-ОгЧег |. 
Опетла! |УЯегепсеа Ра! | Опета! :Яегепсед Вала! | Опэта! |;Йегепсеа Руда! 
2 0.35 0.26 0.244 0.33 0.34 0.34 0.65 0.65 0.63 
3 0.36 0.26 0.21 0.18 0.19 0.31 0.61 0.5 0.49 
в 0.29 0.23 0.20 0.19 0.18 0.21 0.53 0.6 0.19 
5 0.27 0.22 0.22 0.24 0.17 0.16 0.47 0.49 0.09 
6 0.30 0.20 0.20 0.25 0.14 0.10 0.46 0.22 -0.07 
7 0.26 0.14 0.09 0.24 0.12 0.3 0.34 0.36 0.2 
8 0.26 0.13 0.11 0.21 0.14 0.04 0.20 0.60 0.04 
9 0.27 0.12 0.17 0.15 0.11 0.27 
10 0.29 0.14 0.17 0.1 0.11 0.11 
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ТаЫе 4: РСА Кезии$ \мий $ой ОТУУ. 





Сшизуег Митьег | Маяег$ Ехрегипеп( РЫО Ехрегипеп( 

Опзта! щие Нла! | Опела! ебли Р/ла! 
п=10 Оегепсе4 РР п=10 ПЙегепсед ыб 

п=10 п=10 
2 0.63 0.55 0.36 0.43 0.57 0.56 
3 0.30 0.37 0.21 0.68 0.47 0.57 
1 0.27 0.30 0.58 0.58 0.34 0.35 
5 0.37 0.29 0.24 0.49 0.32 0.07 
6 0.35 0.27 0.31 0.42 0.27 0.06 
7 0.06 0.30 -0.03 0.32 0.05 0.26 
8 0.07 0.37 0.22 0.38 0.16 0.20 

9 0.24 0.10 0.39 0.40 

10 0.09 0.06 0.26 0.35 








ТаЫе 5: Ауегазе согге!апоп рег Оаазеи. 


Ба{а$е( Ауегазе Соггеайоп 
Мачегу 0.913 
Мачегу ОИТегепсе4 0.379 
РВО 0.243 
РВБ ОШегепсе4 0.245 


То Бе аЫе ю ипаегуапа Во\у писВ оЁ 11$ 1$ де ю шишие Фе 
питЬег ог Геабгез ап \ТаЕ го!е 5%айопагиу р!ауз ш зас гези$, ме 
сопаис( а Аитепз1опаЩу гедисНоп изше РСА апа обзегуе Ше саз{егте 
тези$ у Фе бой ЮТУ’ тевлс, \асЬ оуегаП ргоу14ез Фе Безё гези $ 
атопз @гее Чз{апсе тейлсз Гог еасВ ехрегипепе. \!е зейес{ е тахитит 
питьфег оРсотропеп$ {0 оритаПу дезспВе пе даа. Еог Бо ехрегитеп, 
Фе питьег оЁ сотропеп 1$ 10 РЮюг Фе опотша| ап4 Йг${-ог4ег Ч41егепсеа 
Чаёазе!, апа 6 Юг Ше Нпа! опез, ап4 11$ 15 а ег шсаноп ое оуегаП 
зипПагйу оЁ Фе ехреитеп. Еог ве Мазег$ ехрегитепе (зее ТаЫе 4), 
РСА з1еотиЙсапЙу пиргоуез реФогтапсе оуег фе опротта| дабазее, \уНЦе 
гедисез регогтапсе оуег Ше Яг${-ог4ег ЧИегепсе4 апа Нпа| да{азе{5. ТЬ1$ 
Нидше детоп$гаез$ Шгее рошб. ТЬе Игзё опе 15 Фа уе оу гаш 
шЮгтпайоп УБПе сопдисипе а АппепзопаШу тедисйоп оп а №1еШу 
сот е4 поп-5$‘айопагу 4айазе, Пе 1оозе шогтайоп оп рагйаПу ап4 
ГШу заНопагу даа$е 5, еуеп УИ Фе орйта| питбег оЁ сшазеге. 
Зесоп у, оиг Ягз{ ог4ег Ч1егепсе4 ап4 Ипа| дайазе5 Нот Тае 2 сомат 
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тоге шЮгтабйоп. ТЬ$ тау а150 шФсае Фа Фе гор ш Фе регюптапсе 
оРФе Нпа| зайопагу дайазе ш ТаЫе 2 15 тозЙу 4ие ю ап шРоппайоп 105$ 
айег Агоррте 5 аНопагу ите зепез Геабагез УЛ а ипоп орегайоп, \рсв 
тетоуе4 занопагу сопитиз засН аз Митрег оф ре 1таттв тап ешгатих, 
№ итьег офра ‘таттв тап еттгап1;, МитЬег офу’отап 51и4еп15, Митьег 
ОГ ра4 (таттв мотап зшаеп5, МитЁег ор тап этадиа!е5, Митьег ор 
ютеазп тап еттатб. Егот Фе РЬО ехрептеп{ гези $ ш ТаБе 3, ме 
обзегуе а регюппапсе 4гор ш а фе опетша|, Ч4егепсеЯ ап Ипа] 
абазез, ипПКе те Мазегз Ехрегитепе гезиз, \упеге фе реоппапсе 
пиргоуе4 оуег пе опотпа| даёазет. Оиг Нп@ $$ аПоу\/ и$ ю заттаите фе 
гези $ ш а Ее\м Кеу рошю. 

. Еог ШоШу соте]ае поп-ЗаНопагу 9Чабазез (е.с.. Маяегу 
Ехреттеп}), итезреснуе оЁ фе @з{апсе тейлс, арр]уше Йг${-ог4ег 
@Еегепсте Кг таКше Ше да{азе{ зайопагу пиргоуез фе стазегите 
тезиз. Еигпегтоге, ошг РСА ЁНп4т?$ зпо\’ фа Юг зисВ 4абазе, 
арр!ушсе стазегие оп Фе омотта] даёазе! \/Ш иг Фе регРюгтапсе ап4 
писН Бейег гези 5 сап Бе оате4 \/ИЙ а гедисе4 пипафег оЁ Геавагез. 
Еог рагиаПу зайопагу ап4 хайопагу Даёазе, РСА 15 ипаШе ю 
пиргоуе реюптапсе, ап4 регРогтапсе д&епогайоп 1$ обзегуе4. РСА 
пиргоуез 1е ре огтапсе оГа поп-5‘айопагу дайазеф, ушсв, Воузуеуег, 
13 по{Ё а$ 2004 а$ Ше опе асшеуе4 мик @Шегепсте. У/Ве@ег 
аптепзопа у гедисНоп сап РаПу забзийие фе 5айопагиу ргосе4диге 
пеед$ 0 Бе Вигег ехр]огед. 


Еог 1о\у соттеае4 поп-5“айопагу дабазе (е.г., РАР Ехреттепт, 
такте Фе 4а{азеф5 зайопагу Ваз а попуетЯсай ппрасЁ оп е 
ре огтапсе пиргоуетепе. \е айгоие 1$ ю Ше Ё№сЕ Фа ш засВ 
сазез, Ч егепсте Кайбег гетоуез уапа Ме сопщепотайоп ап4 тау 
Биг Фе гези 5. ууе а150 обзегуе фай гоо4 сазегте ш {егил$ оР Фе 
еуалайоп зсоге тау Бе асшеуе4 у попзайопагу зепез аз \меП. ш 
зиср сазез, РСА Ниг5 е гези $ по тайег Фе зепез аге поп-$айопату, 
рагааПу, ог АШу %айопату. 
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6. Сопс $101 


ТЬ1$ рарег ехр!оге4 зайопагиу, а соп@ оп У/Воз$е еЁЙесё апа 
еп сапсе оп Ше ите зепез са$егте реФоппапсе Ваз Бееп Ш@е 
шуезирае4д. \Ме пом Фа Юг поп-ЗаНопагу Чабазез И 8 
согг@айоп, зайопагйу зпоч Бе аррПеа аз а запдага сауегите ргоседиге 
аз { Берз 0 пиргоуе стаегие реогтапсе. Еиг ег 1151205 аге оМаштеа 
\Ий АппепзюпаПу тедисйоп, умен зпо\$ а ш засВ сазез Фе 
регогпапсе сап Бе у1ютиЙсапйИу пиргоуе4 оуег Фе опоша| 4айазев, 
шсайие фай арр1уше са$%егие оп га\ ите земез даёазе тау [еа4 ю 
а тедисе4 регоппапсе. ш зисН сазез, РСА ппргоуез гези5$ оЁ поп- 
зайопагу Чайазе{$, пе ппрасё оРу/ сн 1$ 5И1 [е5$ ап фе сазепих гези $ 
оРа рагнаПу зайопагу Чаёазе{ астеуеа уу Игз{-ог4ег @1егепсте. \е 
а150о сопса4е Фа уу 1о\усогте]е попзаНопагу Даёазе, асшеуте 
зайопагйу у АШегепсте тау Нап сопщеотаноп ап4 Виг®ег \уогзеп Фе 
гезяНз, 0 опе тау пее 10 рагасшайу Вапе поп-5айопагиу 1 Фе 
уапа ез аге 1еШу сотте]ае4. То обзегуе фе ЁШ еЁЙесё оЁ поп- 
айопагйу, аз рай оРопг Ащиге ухогК \е тау пее4 {0 сопдис{ ехрегипеп 
\Ий шире Ш@Ше поп-5айопагу 1о\//б1еШу согге]ае4 апа 61еШМу поп- 
збайопагу 1о\//1еШу согтеайе4 зупейс дайазе5. 
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ВЛИЯНИЕ СТАЦИОНАРНОСТИ НА КЛАСТЕРИЗАЦИЮ 
ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ 


К.М. Гишян, Х.С. Сибатян 


Университет Бат (Великобритания), 
Ереванский Государственный Университет 


АННОТАЦИЯ 


В данной научной статье речь идет о том, что большинство существую- 
щих приложений кластеризации временных рядов полагаются на выполнение 
кластеризации исходных или необработанных данных. В этом контексте мы об- 
наруживаем большой пробел в литературе, поскольку такой подход игнорирует 
стационарность, которая предполагает, что среднее значение, дисперсия и авто- 
корреляция ряда остаются постоянными во времени. Для двух наборов данных с 
наблюдениями временных рядов, которые очень нестационарны и позже преоб- 
разуются, чтобы стать частично стационарными и стационарными, мы исследу- 
ем производительность алгоритма кластеризации с тремя показателями расстоя- 
ния, а затем выполняем уменьшение размерности с помощью РСА для дальней- 
шей оценки результатов. Мы пришли к выводу, что, хотя нестационарность не 
может ухудшить производительность кластеризации, выполнение стационарно- 
го набора данных для высококоррелированных нестационарных наборов данных 
может значительно улучшить производительность кластеризации и должно быть 
частью стандартной процедуры кластеризации временных рядов. Дальнейшая 
работа может включать изучение производительности нескольких наборов дан- 
ных с разной степенью мультиколлинеарности и стационарности для более пол- 
ного понимания эффекта 

Ключевые слова: временные ряды, кластеризация, стационарность. 
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РЕЗГСМ АХО РЕУЕГОР МЕТНООЗ$ 
КОВ ЕО77 ТЕТТХС 1ТМРКОУЕМЕМТ 


/. НаКоБуап 


Уегеуап 5юие Итуегхйу 
Луап @т5ргаз.ги 


АВУТВАСТ 


1 185 рарег, \е ргезепё а поуе| ех{епдае Ра77те Нате\уотК. ТБе 
Нате\отК сап Бе ежепдеа №0 шс[а4е пе\м РапсйопаП@ез, ушсеЬ пиргоуе 
1е5йпе гези. ш огаег №0 асшеуе ехепаИцу, Фе Нате\могК зиррог5 а 
Пех1Ые рот тапасетеп{ тесвап15т. АП Ееабигез оРочг Ё1771о {001 ате 
а4е4 аз рГаэ1п$ ап4 соптоПеа у1а раз тапасег. ТВе йатеуотК зиррог$ 
а питбег о деп рао1т$ Юг Ч1егеп {а$К$, засВ аз шри{ даа плбайоп$, 
пцегпе! ог 115$ (ТоТ) 4еу1сез Ёл77те, пебмотК рготосо! {езНп®, дупапс 
зутбо|с ехесийоп шуосайоп, {агоей ргоэтат гап, соуегазе соПесНоп, е{с. 
ТВе {001 15 сарае оРрегогит Ва77те Юг Чегет триб: Нез, $апдага 
триб пебмотК, сопптапа-Ппе агоитепт($, ап епутоптеп{ уапаез. 

ини Фе ехрегитета1 зефир, Ше {001 Гоип4 тоге ап 280 4еес6 оп 
14 ргостатаз ипаег Чегет: Глпих @зётбивопз. А|зо, # Баз юпа 15 итаче 
сгазНез оп Фе Затзипе Эта ТЬ1п2$ аррИсайоп, сн \еге арргоуе4 Бу 
Затзипе Несготс$ В&). 

Кеу\уогд5: Кл77то, [оТ, паНоп. 


1. теодисНоп 


Еи77то [1] 1$ опе оЁ Фе п1о$( изе апа еЁйслепе дупапис апа1у$1$ 
тефод$. Ц Нп4$ уаг1ои$ бурез оР4еес{5 Фгоиз?В Фе ехесийоп ое {агое 
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ргоетат. Рите 10015 оепегае 1е5Ё сазез ап раз$ ет 10 Фе 1агое! 
ргоэтат аз 1при{ даа. ТВеу изиаПу гереай Пе ЮЮПо\лие $ерз: 1) сепегае 
шриё Чай, 2) ехесще фагоей ргоотат У сепегае4 жа, апа 3) КоПо\ 
ехесийоп ргосез$ 10 гесог4 сгазнез/Вапэ5$. ТВе гези 5 оР4езИпс аге с1озе]у 
ереп4еп{ оп оепегайе4 три! даа. 

АР. [2] 13 а $ае-оР-Ффе-ап Ватто 1001. 1 сап {$ ргоэтапл$, \рлсь 
гесетуе шриё даёа ШгоиоН а Не ог запдаг@ шриё. АЕГ соПес{5 соде 
соуегазе ап4 и5е5 а сепейс а1еогИбт 0 пиргоуе Ше адпаШу оЁ сепегаеа 
даа. [ изез о Гурез оР шзиатещаНноп Юг со4е соуегазе соПесйоп: 
упапис ап4 зайс. Зайс шугитетаноп 1$ регогтеЯ иги» ргоэтат 
сотрЦайоп. Моде4 сотр!ег геРете4 ю аз АЕГ-ССС щес зресла| 
шзбгисНоп$ Рог соуегаое соПесНоп {0 Ытагу со4де Базе ЫосК$ (ВВ). Еог 
дупапис шзилитешайоп, АЕГ, 1365 а тод1!еа уегзлоп оЁ Оеши [3]. ш Фе 
1авег, пе ргоэтат? $ зоигсе со4е 15 по{ гедииге4. ГлЬ Еи77ег [4] 15 пиепаеа 
Гог Пе {е5Нпо оЁ зерагйе Рапсйоп$. ТВе изег зВошШ4 утИе ехёга соде йот 
У\ысН Фе {агое! РпсНоп 15 саПед. РеасВ [5] 15 а ргоюсо] №77ше 1091, 
\сЬ и5ез зресла| 4езсирНопз Рог {агоей ргофосо|. 

Зрес1а|! айепноп Во Ъе ра! ю Ше Пбгагу Вшсйоп {езИпе. 
Вез4е$ 1е5 пс еасб АшсНоп зерагаеу, ап еЁЙесйуе Ра77шо 1001 звоША 
{е51 а сотЬтайоп ог Ибгагу РапсНопз$ (свашз оЁ ИБгагу АшсНоп$ саП). 
ГлЬгагу Апсйоп сот тайоп {ез@пе тау геуеа1 4еРес{5, мрасВ Ш пой Бе 
даесе4 ш Ше сазе оРа зерагае {1езИпе. То Фе Без оЁ ог Кпо\Ледее, Юг 
Фе 1е5йпс оЁТоТ [6] зоЙ\аге Шетге 15 по А1771о 1001, \УСВ сап сопзгас{ 
РапсНоп$ са| сва1л$, \пеге Ше гегаги уаше оЁ опе ВпсНоп 1$ изе4 аз ап 
агоитепе ш Фе офег. 

Ех1зИпо Ё177 {езИпе 1001$ саппоё ИШу 1е5ё зоЙ\аге ай гесетуез 
триё ш 5еуега] \уау$. ш а44оп, по {езйпс 1001 уИакКе шю ассоиие Фе 
сваш оЁе Пбгагу РапсНоп саПз. ТВегеЮге, \е 4ез1еп ап4 4еуеор а №77 
{езИпе Нате\уо у/шмсьВ 15 аррИсае ю Глиих апа \тдо\з орегайп? 
зузветз. ( соша$ а Нех1Ые ап4 ежепдаЫе раот$ тапазетеп епоше. 
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2. Ргорозе4 Ёи77то 1001 оуегу1еуу 
2.1. Еи2711о ИатеууогК дезстрбоп 


То шаКе Ше ргорозе Ётхше Натеуогк еазПу адара Ме Юг 
Чегет" фазК$ \е Вауе 4еуе|оре4 а раетз теспап$т (расе 1). АП 
Баз1с сотропеп оЁ Фе йате\уо!К аге г@еазе4 аз ршаетл$. Озегз сап а44 
сизют ЁисйопаПбу 1 ех15Нпе расшз 40 поф ЙЕ фе зоайоп оЁ Фе 
ргоет. АП ршета$ Вауе тес! ассез$ 0 ргоэгат ехесийоп ‘гасе апа ОВ, 
УМсВ Кеерз пщегпа| гергезещаноп оЁ {агоеё Ышпагу. Моге шЮюптаНоп 
або пар!етещеа рше1т$ сап Бе Ююипа 11 [7] рарег. 





5еед ма Тагрс! ргозгат 
15Р-Еизссг 


Р/иклту тапахег 
Мшаной рирт$ 
ВМЕ 94а репсгапоп ршет } :  5О-СЕМцоо 
Р$Е шуосапоп ршрт | ; ы 1 П5Е оо! 


Кадатха пуосапоп рарлт Кадатуа 1оо] 
Рголосо! гит ршрт 


Эага Рге/ Роз ргоссзяар рт 


7С-0$Е туосапоп ршрла $ < ИСЗЬ$Е оо 


| 
Пгесс4 илтр рат к $РП1оо! 
Г. © 
АЗ4гс$$ гесоусгу ршят 5+“ АРЕСОГ\юо 
Гагеси лалше рат | хо бане 
ом 7 | апа!уу1$ 
1ю05 
— = —2— 
ПпатоКто, ОЕМИ, е!с. ``? Тгасс$ Ра! Вахе 





Решге 1. Еиззте 001 оуетеу». 


120 Деязт апа 4еуёор тешо4$ рог }изз пез Ипа тргоуетет 





Тре соге оР Фе Натемуок паретещеЯ ш С/С++ а$ а раМогт- 
шдереп4ептё ипй. Еог рагаПе! ап@ 1$1\меЯ ехесийоп, \\е Вауе 
пир|етеще4 а зерагайе 1001. ТВе 1юо| 1$ тезропз1Ые Юг Фе ги апа 
тапаретепе оГ Ёа77 шуапсез. Ц ошу гедитез а зВагед №ю14ег Бебмееп 
Фуше тасЬтез. ЕасВ Ва771ие ш$апсе сгеаёез $ могкше Чтесюгу 
оп Фа зВаге4 №ю1Аег апд Кеерз ехесиНоп гезиМ$ еге. РепоФсаПу 
шзапсез зупсВгопи7е \/Ий еасЬ офег (ппрой пе\ Язсоуетез Нот о ег 
шУапсез). Озегз сап имегаснуе[у шсгеазе ог десгеазе Ра7т7те ш${апсез 
сои. 


Риге {001 Ре\се/УМ 


еР шри даа сепегаюг 
=> 


СоттитсаНноп ппие 
| Паа {гапзЁег 


Ехесийоп апа[уз1$ Ниегрге(ет 
1 ЕЕ 


Пиегрге{ег 


зепегаог 





Расшге 2. АРГ}изотв уотКПоу». 


2.2. АРТ 7лто аезсирйоп 


АРТ #1771ще 15 ИШу ааютае4 ап 4оез по гедите апу тапиа| 
пегуепбоп. Еог фай ригрозе \уе а4де4 гее зераге р1ао1п$ №0 ошгз. ТВе 
Вт рае себ а ]аг @е аз при апа оепегае$ аппо{айопз Рог Из АшсНоп$ 
ап4 с1а5зез. Аппофайоп$ сощаш а песеззагу шоппаНоп абои! Те с1а55ез 
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апд РапсНоп$ (патез, агоитет 5 |151 Гог еасН РапсНоп).при{ сепегаюг и5ез 
аппо‘айопз 0 сепегае а уаПа сВаш оЁ Рласйоп саШ$ \И соггезропате 
агоитеп 5. Тве зесопа рае и5е5 аппоайоп$ ю репегае РапсНоп$ са 
сваш пегргеег$. Тне пуегргеег \уогК$ оп Фе фагое! епутоптеп{ апа 
регоги$ АРТ псНоп$ саШ5. ТБе пиегргеег се ВисНоп$ саП$ сБат, 
Пегабез йгоцэВ ет ап4 таКе$ са11$. ини Рапсйоп саП$, йе пиегргаег 
ГРЮПо\з Фе 5аба$ оЁ ехесийоп. Фа АеГесе 15 деесе4 Шеп е пщегргаег 
пиеггар ехесийоп ап зеп4$ а теззасе абоиё фе 4еесё. АЁег Ше 
ехесиНоп оЁ Ше \По[е КпсНоп$ саП$ сваш, фе пиегргаег соПес{$ со4е 
соуегазе ап зеп4$ и БасК © Ше Ра77шс 1001. ТВе 1а5ё рае 1$ пиепаеа 
Гог сотиишсайоп Бебуееп Ше #1771ще Нате\отК апа {агое{ епупоптепе 
(1 тау Бе а зерагае 4еу1се ог упа| тасБте), у’еге фагоеё Пгагу 
КлпсНоп$ аге ехесше4. Те ршот зеп4$ оепегае4 РапсНоп$ саП5 сВат 
ап4 гесе!уез ехесиНоп з‘ай15 ап4 со4е соуегазе. 

ЕипсНоп$ саП спат сепегабот: 1) тапдопу зейес15 КлисНоп$ Нот фе 
ПЫгагу аз шта[ саЙ сВат,2) Цегафез @гоией агоитеп 1151 оР па] сват 
КпсНопз$, 3) Юг еасб Рапсйоп агоитепе ИЙп4$ офег Рапсйоп Нот е 
ПЬгагу ФаЁ геаги$ а уаше оЁ Ше зате фуре,4) шзег5 саП$ оЁ дащецеа 
КпсНоп$ шю шШа| саП сБаш, еп зе гебиги уа[ае$ аз агоитеп Юг 
сотезропате РапсНоп$,5) { по Рапсйоп 15 деецеа Гог этуеп агоатепь 
сотгезропате оБ]ес{ сопзгис‘юг 15 саПе4 1ю хепегае гедшите4 уаше. Озегз 
сап тапасе е 1епо оЁ Фе са сБш @гоиэ?В а сопйжигайоп Не. Тве 
р!аНопт Кеерз аШ ицегезиие свашз ап@ 4оез плщаНоп$ оп Фет. Моге 
шЮгптайоп абой{ Фе р1аНогт сап Бе юпа ш [8] рарег. 

ОзиаПу, ТоТ зуз$етз аге таде аз ИПбгапез ап Вауе руб с тео4$ 
Юг соттишсайоп. ТВе таш соа| о# опг пед НатеууогК 1$ {ез Низ 1оТ 
$у${е115. 


3. Веби! 5 
\е Вауе еуашае Ше 4еуеореЯ Нате\мотК оп АШегепе Ытапе$ 


Кот Чегет ОЗ. Еоип тоге ап 280 4еРес{$ оп 14 ргоетатз ипдег 
Чегет Глиах 415Тивоп$ (ТаЫе 1). АП тези5 аге тапиаПу уемйе4. 
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ТаЫе 1. 
Вези! $ оГ ехрегитепа! {е5йпо о? ТУР-Еи72ег 
Мате 05 Риош | Егтгог буре но 
Че!ес5 
сост Обипа-18.04 - Став 19 
сошитп Обипа-18.04 - Став 7 
эы Обипа-18.04 - Став 20 
то}х Обилы-18.04 - Став 4 
Ы Обипа-18.04 - СтазВ 24 
еху2 Обипы-16.04 - Нап 1 
саротрю Обипа-16.04 - Став 1 
мы ОбипиЕ16.04 - Став 20 
троосар Обипа-16.04 - Став 1 
еху2 Обипа-16.04 | ОЗЕ Став 1 
Ыбоп Обилы-16.04 - Нап 
Лазрег Обилы-16.04 | ОЗЕ Став 19 
сост Убипа-16.04 | ОЗЕ Став 1 
ра е5-хпИ | ОБопы-16.04 | ОЗЕ Став 2 
Ас Обипа-16.04 | ОЗЕ СтазВ 4 
тески сотрие | ОБипы-16.04 | ОЗЕ Став 1 
Ис Реыап 6.0.10 | ОЗЕ Став 2 
Ы Реыап 6.0.10 | ОЗЕ Став 153 























Вез14ез Фе тепнопей 4еРес{5, 1оТАРТ #177ше геуеа]е415 итаие 
стазвез ш фе Затзипе Зтаг ТЬ1пе$ [9] аррИсайоп (Р№азш Вазе АР 
ПЬгагу). АП оЁ Фет \уеге арргоуе4 Бу Затзип» Еесгоп1с$ В&). 


4. 015си$ $101 


Ш №5 рарег, \е ргеземе4 апе\’ ежепда Ме апа еЁРйслепе Ё177те 
р1аФогт. [ сап еазЦПу Бе аЧаре4 №0 пе\м тише 1а5Кз. АРГ Ё177ше 
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арргоасВ ргоуе4 15 еЁЯслепсу Базе оп оМате4 гези 5 Гог геа]-\ойА ТоТ 
аррИсайНоп$. Ехрегипета| гези$ Бауе помп а Фе р!аФопп сап 


еЁИслеп у деёесе 4еРес{5 ш геа-уухойА зой\маге. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ И РАЗРАБОТКА МЕТОДОВ НАПРАВЛЕННЫХ 
НА ПОВЫШЕНИЕ ЭФФЕКТИВНОСТИ ФАЗЗИНГА 


Дж. А. Акопян 


Ереванский Государственный Университет 


АННОТАЦИЯ 


В данной научной статье представляется новая и развивающаяся среда 
фазз-тестирования. Данная среда может развиваться и включать новые функци- 
ональные возможности для улучшения результатов тестирования. Среда 
состоит из плагинов, которые возможно изменять или добавлять, используя 
менеджер плагинов. Фреймворк содержит ряд реализованных плагинов, 
которые обеспе-чивают широкий набор функционала: мутации данных, 
фаззинг интернет вещей (ТоТ), тестирование сетевых протоколов, интеграцию 
динамического символь-ного исполнения, запуск целевой программы и т.д. 
Среда может выполнять фаз-зинг для файла, стандартного ввода, сети, 
аргументов командной строки, пере-менных окружения. 

Во время экспериментального запуска данный инструмент выявил более 
280 дефектов в 14 программах в разных дистрибутивах Глпих. Кроме того, 
были выявлены 15 уникальных сбоев в приложении Затзипе Этан ТЬ1пе$. Все 
они подтверждены отделом исследований и разработок Затзипе Еесоп1с$. 


Ключевые слова: фаззинг, интернет вещей, мутация. 
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РЕТЕСТОМ АХО РВЕПТСТТОМ ОЕ РОМР АХО РОМР 
ЕУЕМТУ ОЗТМС МАСНТ\МЕ ГЕАВММС МОРЕГ$ 


Н. РойгаБуап, (. Стгогуап 


Уегеуап 5кие ИптлегзЙу 
эйапейа Отлетуйу оГ7Есопоптс$ апа Етапсе 


роуйаппе5.гойтаБуап@уарйоо.сот, эеу_етеогуап@уайоо.сот 
АВЗТВАСТ 


ТЬе ото\/п$ роршагйу оЁ стурюситепсез айгас шстеазте]у тоте 
атоци{ оРреор[е шю Фе тагКке{. ЗисЬ роршагиу ап4 шстеазте питабег оЁ 
пе\усотег$ шю фе тагКеё, сгеаез а ЕегШе Не! Юг Наидетгз {о сВеа{ оп 
раб Ис. Опе оЁ\е рорч1аг \ауз оРЁац4 15 Пе пе\м ГогтаНоп оРсопзегуайуе 
ритр-ап4-4итр зсВетез. Ву Фе ите, ритр-апд-4итр зсНетез айгасеа 
Фе аЦепбоп оЁ сгурюсштепсу тесша®юг$ ап4 ехсВапоез шушсе о ргед1се 
ритр-ап4-Фитар еует БеГогепап4 11 огдег {0 таКе ехсВапсез$ тоге зесиге 
Гог Ше сепега| изег Базе. ЗисВ ап а1еогИт сап Вер ет ргеует ритр- 
ап4-Фатр еует5 от Барретт Бу Пип Биу апа зе] уоитез$ оЁ Фе 
сош ргефае4 1ю Бе ритред. Аз а тезай, стурюситепсу Надте сап 
роепнаПу Бесоте тоге зесиге. О ег \огкз ш 15 Не Вауе шРЮоппаНоп 
афоп{ арр[утз пасте |еаглте тоде|5 гус {0 рге@1с{ ирсотте ритрз. 

Кеууога$: МасЬше Геаготе, СаззИсайяоп ргоетз, Етапс1а| 
апа[у$15, Сгурю тагке, Ритр ап4 4итр еуеп. 


ШтеодисНоп 


Тга4юопа! ритр-ап4-4атр таптруайоп зсВетез аге Базе оп Фе 
зедиепсе оЁ асНоп$ \еге Ше регрейшаюг Иг5Ё асдитез а |агое 1оп5 
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роз1оп, еп рибИзез а]5е шоптаНоп ю ш4исе тагКе{ рагис1рат © 
разН рисез ир Бу Бауше Ше а5зеф, ап4 ЯпаПу Пашдаез 61$ о\уп [012 
роз1оп аЁ а ргой! [1]. Ритр-ап4-4итр зсВетез аге ие Гог а 1оп> ите 
ш Ше сопуепйопа! $юсК тапке{[8], Во\уеуег, аз сгурюсштепс1ез апа 
то4еги соттишсаноп {есБпо]о?лез засВ аз Тееотат аПо\и Юг тоге 
апопутиу, езе зсВетез заце4 {о оссиг оп сгурю ехспапее$ аз \мей [11]. 

Шш сгурю ехсвапоез ритр-ап49-4итр еуеп тозИу оссиг оп со1п$ 
\ИЙ 1о\/ тагКе( сарйа| аз зВо\’и [айег ш Ше гезеагсв. \!е \/Ш апа[у7е 
Геабагез ог Пе таке! ап райегп$ оЁ ритр-ап9-4итр еуеп ш ог4ег ю 
тат а тасбше [еагише то4е| рге@сйпе Фет у №11 ассигасу [7]. 
Зоте оЁ Ше тетагка Ме \уотк$ ш Фе Ве!4 аге гезеагсвез сопдисе4 Бу 
Лавиа Хи [5] апа Катрз, 05 апа КЛешбего [10]. \\е изе4 Ше гезеагсВ 
тепйопед аБбоуе ю сотраге е гези$ ог А1егеп а12огИил$ УИ ЛаБиа 
Хи 5 гези 5 1ю {е5{ пеу аеогИил$ а тау Бебауе Бейег ув В1опег 
ассигасу. 


1. ВасКогоип4 0 ритр-апд-дитр еуеп65 


Ритр-ап4-4итр зсВете$ аге Базе оп е зедиепсе оЁ соог4тае4 
асНоп$, УсЬ 62$ ю а зпой-егт шсгеазе оЁ рисе гезиЦеа Йот №8 
етап ш Фе ехсВапее [5]. ТЬезе асйоп$ аге соог4таеа Бу \е 
регрекаюг/а4тит, По Йгзё асаштез сошз Юг Вилзе!, Феп рыб $Вез 
шЮппайоп 10 оШег рагастрап ю 5ай асаиише соил$, \УмсЬ гези шт 
ой 4етап@, ШетеЮге Шобег рисез. АйЙег Ше рисез зрЩе, Ше 
регретгаог/адтит зеП$ 1е асдите4 атоип оЁ сот ш огаег 0 ое ргой&. 


1.1. ОезсгБеад ргосе$$ оР ритр-апд-дитр еуепе 


Ритр-ап4-Оитр еуеп 15 огоаптеа Бу ша1у19ца|$ ог этоирз. Ритр 
огоапитегз соог4тае асНопз оЁ реоре \уво Бау апа зеП сгурю со1вз. 
Реор!е рагистрайп» ш е ритр-ап4а-Фитр еуепё РоПо\у Фе $1юпа[$ оЁ 
ритр отеаптег$ №0 зай Биуше а рагасшаг сот. Ади$ Бгоадса$ а 
теззасе або Фе ирсотше ритр БеЮюгерап4, слуше Ше ехас{ Ите апа 
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пате оР Фе ехсвапее уВете е ритр зВоц А Варреп. А Ре\ зесопа$ БеРоге 
Фе аппоцпсед ите, е пате ог Фе сот 1$ рибИ5Вед, изиаПу ш а Юпт ва 
1$ Вага ю гесогтите Бу сотршег у1510п а|еогИил$. Плтед1ае]у айег Фе 
ритр заце4, Фе рисе оЁ Ме сош шНае$, зотетез шсгеазше зеуега| 
Го14$. ЕуепаПу, Фе Йгз{ рисе 4гор \Ш арреаг, ап4 тетаБег$ зап 10 зеП 
со11$ аз Ра${ аз розз1Ые, у/шсВ гези $ ш бе аеНаНоп оРрисе, ап4 изиаПу, 
рисе агорз 1о\уег ап Фе Беюоге-ритр рисе. ЗасВ зсВетез аге то 
ргоР'аЫе Гог Фе апт табюогз ое огопрз, аз пеу Биу сошз БеГогерапа 
\ИЙ 1о\ рисез апа зе| ет уйв шЯзже4 рисез дигте е еуепё сете 
отеа рго 1. 


2. ер гемеу о Ритр-ап4д-Эитр $сВете$ 


Еуеп ФочзВ Ритр-ап4-Оштр еуеп5 Аг ЁЙот еасВ офег Бу Ше 
ритр атоипь, зеЙ ап4 Биу уо[атез, е{с., Шеу аП Вауе а соттоп райеги 
Фа сап Бе дщесе4 ю Бе пар!ететме шю Ше а2огит. То ипдег\апа 
Фозе райегп$, ме \Ш апа[уте ши@р!е геа! ритр-ап4-Фитр сазез ш 
сгурю ехспапеез. 

\е спозе Гопг рштр еуеп5 Ша Варрепе4 оп Фе “Втапсе” 0 \огК 
УИ. Те ритр-ап4-4итр еуеп$ \еге фагоейпе сош$ патеа \/ПМО$, 
УТА, ТОВ] апа СХ$, ап4 Варрепе т Фе итейате Нот Оесетьег 15, 
2018, ю Еебгиату 20, 2019. 


2.1. Рвазез оГ Ритр-апд-Ритр еуепё 


ВеЮге апа!у7те Фе Геагез ап4 райеги$ оР Фе ритр-ап4-4итр 
еуеш$, \е Ш БгеаК 4о\уп зисВ еуеп$ шо Шгее Фуегзе ап абзгас+ 
рВазез. Аз шепнопе4 ш зесйоп 1.1, ритр аду гаюг$ асдите со1пз 
БеГогерВап4 аф а [о\уег рисе ю тахитите Вен ргой+. Но\уеуег, аз Ше со1пз 
Фа ритр-ап9-4итр {агое{5 Вауе [о\у тагКе{ сарйа1, аз а гези!, Фе асё оЁ 
асдаште сошз Бу адтиитафог$ а1зо аес{$ Ше рисе. \!е аге гот? ю 
пате #15 итейате Фе “рге-ритр рвазе”. Тыз рвазе \Ш Ъе Фе тат 
{агое{ Юг Фе МГ тоде1. ТВе Иитейате авег 1е зап оЁ Фе ритр еуеп 
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ап Беюге Фе Яг5Е рисе 4гор \Ш Бе саПеа “ритр рВазе”. Апа 1азНу, е 
итейате аЙег Ше г рисе агор \/Ш Бе саПе4 “Фитр рвазе” [12]. 


2.2. Рисе сВапое рабегп$ 


Тре Юючг отарБ$ (Е1олге 2, 3, 4, 5) ргеземеа Бео\и Шазигае Ше рисе 
свапое, ассотраше4 Бу уо[атез оЁ Биу апа зе! загите Нот опе Войг 
БеГоге Ше ритр ап4 пр ю 4 Воигз айег\угага. ТВезе огарН$ регРесНу зВо\ 
Фе зрще Фа{ Варреп$ иги» е ритр. Оп езе отарБ$, \е сап об5егуе 
погта| рисез ап а г@айуеу Йа{ Ппе Беоге е ритр за, дезстфе4 аз 
Фе “рге-ритр рВазе”. АЁег Ше Нгзё Ре\ зесоп@з, е уоитез оЁ Биу 
ог4ег$ шсгеазе 1ет1Йсапйу. ТБе шсгеазе4 уо[атез$ оРБиу огдегз гези т 
питеае шНаНоп оЁ Фе рисе ш 1е “ритр рВазе”. АЙег Фе Йгз рисе 
гор, ве Биу уоитез 4есгеазе Пе зе огаегз шсгеазе, ушсВ Бип25$ Фе 
рисез БасКк 0 Ше рисе ог Фе сот Беге Ше ритр а$ 1$ фур1са| ю “аитр 
рвазе”. 


Е виге 2. Рисе рю! оГ ’АВИ. Е риге 3. Рисе рю! оГСХб. 


Е рвиге 4. Рисе рю! оГ УПА. Ервиге 5. Рисе ро! оГ5ТОК.. 
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2.3. Уоште свапое рабеги$ 


А$ И Ваз атеаду Бееп 5(ае4, дигте ритр еуепб5, Ше рисе оЁ сот 
шйЙаез, тез те Нот е шсгеазе4 уоите оЁ реоре нмуше тю Бау Ше 
зате сот ай Фе зате Ите. ТВе эгарВ$ гергеземеа ш Епхиге 6 зВо\и Бом 
Фе риштр рБазе 15 ассотрашей ул тшстеазше уоитез ог Бау огдегз, 
Ус 1$ пабига] фо обегуе. Могеоуег, аЦ Юючг этарВ$ зВо\и фе шсгеазте 
атоцие оЁ зе] ог4ег$ аз зооп аз Ше рисез заме ю 4гор, \№сВ \маз 
дезсибе ш зесйоп 2.1 аз Ше “4итр рВазе”. Но\меуег, оп Ше Йгз( отарй, 
тергезепипе Ше ритр еуеп{ оЁ Фе СХ$ сош, \е сап зее фа{ аЙег Ше 
ритр, ш 1е 4итр, рБазе уоитез запе4 10 шсгеазе опе тоге Ите. 
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Е рвиге 6. Гоште Ро; оГ ТАВ!, СХ5, ИА апа 5ТОКЛ 
дитте сотгезропате ритр еуепй5. 
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3. Апау7тФ Ритр-апд-Эишр Ра 


Та огаег {ю Бе аЫе ю апа|у7е даа ап4 са1си! же Геаеагез а аге пло 
еРйстепе Юг а тасЬте |еаглте под, дайа Баз ю Бе хаеге4 ап4 ‹еапед. 
Её оЁ аП, Бочйу 61$юпса| дайа оЁ сои$ Баз №0 Бе соПеце4. Айегуага, 
дайа абои! разё ритр-ап4-дитр еует Ваз ю Бе соПеме4 ап4 сотштеа 
УИ асла[ р15юса1 даа. 


31. СоПесипо Н5юнса! Байа 


То соПес+ Воийу даёа оЁ сол$, ме \Ш пее4 {1ю Ях Шгее ппропап 
уана ез: {йе зе{ оРехсВапоез, Пе зе{ о со1п$, ап раиз. Еог 111$ гезеагсП, 
Гопг ехсВапое$ аге свозеп 1ю Бе обзегуе4 ш а4а@иоп ю 21оБа| ааа аге: 
“Випапсе”, “Усе”, “Втгех” апа “Сгурюр!а”. А зе оЁ 577 ашаие со$ 
\Ш Ъе Яхе4 1ю соПес{ Нот аП абоуе-тепнопе4 ехсвапоез ратед и 
ВТС. 

ТБе рибПс АРТ оЁ “Сгурю Сотраге” 1$ изе4 1ю соПесЕ даа, олтуше 
ассез$ ю ВоиПу ОНГС (ореп, №18, 10\\, с10$е) ап4 уо[ате даба о луеп 
рат ш ве зейец{е4 ехсвапее. Апоег ппроцап! рагатеег 15 фе Магке! 
Сарйа| оЁ Фе сот. ш Фе сопуепйопа| 5юсК тагКеф, # 15 ехрещеа Рог 
ритр-ап4-дитр еуеп!$ 0 Бе огсцезгайе4 оп зюосК м 1о\у тагке{ сарйа1 
[7]. ТВе рацегп Ваз 0 Бе Фе зате Юг Ше сгурю тагКе{ аз \е1, аз 1о\уег 
тагКе{ сарйа| аПо\у$ еазлег таптруайоп оЁрисе [5]. Еог 115 тайег, \е 
\Ш зе АР! Нот “Сош МагКе Сар” 0 хаш Фе тагКе{ сарйа| оРаП со1пз 
аа Яхед итейате ог Оесетьег 1, 2019 [5]. \е БеПеуе Фа офег Есагез 
ОР сош$ аге по ппронапё епоизВ 10 аЁес{ Ше гези 5 оР Фе тасЬше 
1еаглте а>огИйт, Физ ме 40 поё соПесе пет. 


3.2. СоПесйпо апд Сотб што Ритр-ап9-Витр даа 
А&ег Фе В15юпса!| даёа оЁ со1п$ 1$ ауаЙае, Ше соггезроп4те даёа 


оЁ ритр-ап4-дитр еуеп$ Ваз ю Бе соПецеа. “Ритр О1утр” ргоу14е$ а 
1$ оРеп4е4 рштрз Юг Ше пееде4 ите пцегуа1. ТВе даёа шса4ез Ве пате 
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ОР Ше сош, ехсВапзе, итезатр, езитае4 ргой&, ес, у ись 1$ тоге Фап 
епои?В {0 апа[у7е ап4 сот те уу асфаа1 615юпса[ дайа. 

Слуеп Фе В15юпса[ ОНГС даа Гог Ше со1ш$ ап4 ехсвапзез, е дайа 
Ваз 10 Бе сотЬте4 ИВ ритр-ап4-4итр еуеп 5. Еог 11$ ригрозе, ме пее4 
{0 Ипа Фе Бе5( Ато итезатар ш 615юпса| жа Гог еасВ Иитезатр ое 
ритр-ап4-Читр еуепё. ТЬ$ сап Бе ассотрИзвеа Бу сасшайпе Фе 
шшипа! дегепсе Бебуееп аП роз е сот ЫпаНоп$ оЁ даа рошб. 
Ножеует, И 15 пиронап: №0 Бе аЦепнуе Юг Фе ЧЕтгепсе 1ю Бе 1ез5$ ап 
3600 зесоп4$, аз поз рштрз 4о по {аКе тоге ап ап Вотг, ап4 \%е 40 пой 
у’апЕ о 1абе| да ууИпоцЕ Фе ритр Варрепше аз а “Ритр”. Аз И сап Ъе 
обзегуе4 Нот Ше отарь ш Е1оиге 7 1105 ро, 4о по! Ч1Ёег Кот еась 
ошег Юг тоге Фап а Ва-Воиг, ап4 оег$ аге ехасЙу Ше зате, УСН 1$ 
ап ехсеПепе гези. ТЬ1$ теап$ аЁ Фе да сап Ъе сотЬше Уфо 
ет Исапе шРогтайоп 105$. 


- .. ы 40 1 





0] Фыеньчь «ри Фабио СБ щи в чтоль 
о р 5 в 0 15 1 15 20 о 250 50 10 100 1250 1500 1750 
Ритр дех Тите ОНМегепсе № 5есоп45 


Е рвиге 7. Оегепсе оГияютса[ ааа ап4 ритр ааа Нтеяатре. 


3.3. Ппрогапсе о? пе Ехсвапое 


Ритр-апа-Оитр еуеп5 Вауе ю Варреп ш опе оЁ Ше ехсвапоез 
ауаЙае.“Втапсе” апа “Влигех” аге |е5$ роруаг аз еу ташу В05{ со1п$ 
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УИ 1агое тагКе{ сарйа15. ш сотрамзоп, “Стурюр1а” апа “Уо МР” Во 
со15 у 1о\уег тагКе{ сарНа1$ \мШсВ аге еазег ю ташри ме, гези пе 
ш Ыерег роршагйу атоп® ритрше этопирз. ТБ1$ засоезйоп сап Бе 
сопйгтед Бу ритр-ап4-4итр Дафа ш еасВ ехсвапзе 5ееп Бе]о\у (Е1оиге 
8). Вазед оп №15 дама, ме \Ш Юсиз оп ритр-ап9-4итр еуеп Фа 
Баррепе4 ш “Сгурюрла”. 











200 - 
150 1 
100 1 
50 - 
№ 
Витех ь Втапсе Сгурюра 


Е рюиге 8. ПлятфийНоп ритр-ап4-4итр еует5 Бешлееп Ше ехсйапзез. 


4. Рге@ сит Ритр-апд-Эитр Еуеп{$ 
4.1. Споозшо Ееабиге$ Гог {Пе Маспше Геагит? то4е] 


Аз 1е рарег Ваз аштеа4у зпо\п, ритр-ап4-4дитр еуеп ПВауе 
райеги$ {ва гереа*. Тиз, еогейсаПу, Шеге 1$ а розу ю изе тагКе! 
шаса‘ог$ апа Ееабаге$ Базе оп {пет 0 ргед1с ирсотте ритр-ап4-дитр 
еуеп5. УПеп сотЫшше м$юпса| даёа ап4 ритр-ап4-дитр еуеп{ за, ме 
у\Ш тагК еасН рошё ИВ а Воо[еап уае гергезепипе ейКег Бешс а ритр 
еуеп{ ог по{. Могеоуег, аз \е Бауе агеаЧу зееп, ритр огоаплхегз зай 
Биуше со$ рог ю Фе ритр ю тахииите фе ргой. Аз а гези®, \е сап 
Базе опг Ееаге$ оп Ите ултдо\з оЁ 1егепе 1еп25$, ус Ш ргоу14е 
15$ УШИ даа оЁ сош зе БеРЮге Фе рге-ритр рВазе апа 5ае дигте Фе 
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рге-ритр рВазе. ш ог4ег ю астеуе засВ геза $, итейгатез оЁ ]еп2 $ 3, 
12, 24, 36, 48, 60, апа 72 Войгз аге сВозеп. 

Слуеп Ше итеёатез$ фа \Ш Бе пед, Егабагез Вауе ю Бе сфозеп ю Бе 
сасшае4 оп пет. Опе оРФе 110$ соттоп 4езсирюгз оРе щепа ое 
тагкее 15 1е рисе тефги [7]. ш 1$ рарег, ап х Вог гейши \Ш Бе 
сайсшайеа уп 1-Воиг тагош Нот Фе ритр $12па1 


Е Р-1 — Ре-р-х 


Ра-т-х 


\еге х Е [3, 12, 24, 36, 48, 60, 72] ап4 #15 1е ите оЁ Ше ритр 51епа1. 

Ме а[50 \апЕ тю Кпо\и Бом тисВ е опе-Воиг геи Нясшаеа [7] 
ш Фе отуеп ите йате. Еог фай геазоп, Йе уапапсе оЁ опе-Вочг геёаги$ 
у\Ш Бе са1сшаеа, \ушсн 1$ а150 Кпоу\уп аз гебага уоай Шу 


теритпто1а у, = Уат(тг) 


У*Тетге п Е [3, 12, 24, 36, 48, 60, 72] апа ти" 1$ Фе зе! оЁопе Бог геиги$ 
ш Фе Нте Ваше +-1 №0 (1-1)-п. 


СОТуеп Ще гефшгиз ап@ теги уо]анШу, Фе аогИт сап гаск Фе 
рисе сБвапоез. Но\еуег, \уе Вауе зееп ш Ше апа|уз1$ аё Бау апа зеП 
уо[Гатез сВапзе аз \еП ап4 Вауе зтаП Йисбааноп ш фе рге-ритр рвазе 
ап отеа{ сВапоез дигте е ритр рВазе. Аз а гези, Ше уопите-Ёот апа 
уо[ате-ю ап4 пеш уо|ай Шу сап Ъе сопз14еге4 аз Геабагез. Уоите-Ёот 
ап уопите-ю гергезеп( даа рош Кот Фе соПеце4 дайазе а{ Пе олуеп 
итезатр оЁ {-х апа дейпеа аз ух. Тве уо]айШу оЁ уолте-Ёот апа 
уоите-Ю 15 4ейпе4 аз ГоПо\/з 


томтезтоиИйу, = Уаг(и,) 


уВеге п Е [3, 12, 24, 36, 48, 60, 72] ап4 ув 1$ Фе зеё оЁ уоте- 
Кот/уоите-ю Юг Ше Ите Нате {1-1 0 (НП-п. 
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ш ада оп ю ШФезе рагатеегз, |а5ё Вопг рисе, гебаги, уоГате-Ёгот, 
ап уоите-ю \/Ш Ъе а44е4 аз Реафигез. ТЮгоиюН ехрегитеп оп е 
тасЬше [еагите плоде! 4езсге4 1аёег, Фе тагКе! сарНа| \аз сазз Неа 
гедип Чат: (по! аЁЙесип» Фе ассигасу оЁ Фе то4е!]). 


4.2. Стеайп? Тгашшо Эа{а$е 


п ог4ег ю сгеайе даа о гаш пасте |еатлт® по4е|5 оп, В15юпса1 
даа ап4 ритр даёа Вауе то Бе изе4 о сгеаёе а пе\у дабазей му Фе Геагез 
тепйопед аБоуе. А руфоп 5спрЕ \Ш Ипа е с10о5е5 Ш${юнса| даа рошЕ 
Гог еасв ритр сазе, гебпеуе4 Нот ритр Даёазе{. АЁег Фаф, Гог еуегу сот 
Нхе4, Ше абоуе-4езсге Реабагез \/Ш Бе са1сшае4, сете Фе 1абе] 
“ритред = Еа[5е,” ап оту Фе сот тепйопе4 ш ришр даа \Ш се! Фе 
1аБе! “ришр = Тгае”. Аз а гезай, Гог еасв ритр сазе ш е ритр дайазеь 
576 “ритр = Еа[5е” 1абе]е даёа ро \уШ Ъе аадед.т Фе ритр даазефь, 
арргохипау 192 ритр сазез \уеге гейлеуеа4. ТВе афоуе а12огИт гези $ 
ш да сопз1$Ние оЁ 192 ритр$ апа 110592 поп-рштр даарош 5. Зисв 
аа сап Бе сопз14еге4 ехшете]у Ке\уе4 ап4 гедитез заБШе Вап4Ппе т 
Фе тоде5. ЕтаПу, у аП Ееабагез сай1сшаеа, пе даёазеё му Ш вауе Фе 
сопити$ Шизгаеа шт Е1оите 9. 


'Маше’', 'зутбо1', 'дафе1те', 'ритре’, 'Та5 рг1се', '1аз{ мо1итефгот' , 
']1аэЕ уо1итефо', '1азЕ гефигп', 'гефигпзВ', 'гефигп12!', 'гефигп24й', 
‘гефигпз6п", 'гефигп48В", 'гефигпбов", 'гефигп728', 'гефигпуо1азй', 
‘гефигпуо]а128', 'гефигпуо1а24/', 'гефигпуо]аз6Н", ‘гефигпуоТад8В’, 
'гефигпуо]абев", ‘гефигпуо1а72!', 'уо1итеготзВ', 'уоТитегот128', 
'уо1итмеЁгом24/", 'уо1иметготз6й", 'уо1итефгота8В', 'уо]итеготбой’, 
‘уоТитеРгом728', 'уо1итефготуо]азв", 'уоТитеРготуо]а121', 
‘уоТитеРготуо]а24!', 'уо]итефготуо]аз6в", 'муо]итеРготуо1а48В', 
‘уоТитеРготуо1а6ен', 'уо]итеРгомуо1а728', 'мо]итефозй', ‘уо1итефо121', 
'уо1итето248', 'уо1итефоз6н‘’, 'уо1итефо48В', ‘'уо1итефобей’, 
‘уоТитето72н‘', 'мо]итефоуо]азв', 'уо1итефо\уо]а121', 'мо]итефоуо1а24й', 
‘уо1итефо\уо1аз6Н', 'уо]итефоуо]а48Н', ‘'уо]1итефоуо]абен', 
‘уо1итефо\о1а721' 


=+ 





Ерюиге 9. [151 орсоитпу ортатте ажазей. 
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4.3. НапаНпо Пифа!апсед Эа{а5е6 


ТЬе паба|апсе оЁ Фе дабазей аЁес$ Фе паша апа {1езипо о Фе 
тасЬше |еагпшо то4е|. Вой башше апа {езИпо Да{ёазе 5 Вауе ю Ъе 
свозеп сагейШу №ю се{ геа| ап@ ргес1зе теазигетет оР Фе то4е!'$ 
регогтапсе. ТНеге аге Куо роршаг \\ауз ю то4е| еуащаНоп шаш-е$ 
ЗрШ апа К-Р№14 сгоз$-уа|дайоп. Во оР ШФезе а1еогИиа$ аге ехсеЙеп 
\УПеп \уогкте у Ба]апсе4 даа Би сап гезаЙ ш шассига{е гези $ ш сазе 
огипба|апсе4 даа [6]. п Фе сазе оР\Ше с1аз$1ИсаНоп тоде|, еуалаНоп оЁ 
Фе ассигасу 1$ тоге ппроцап{ ап тоге сотрИсае4. ш ог4ег © еуашае 
а с|аз1\НсаНоп тоде|, а зеё оЁ]аф@е4 даа ЧИЕегепе гот фе гаш дабазе 
13 песеззагу. То асдлите зисВ ааа, деуеорег$ и5е Пе {гат-{е5Е зрП®, уПеге 
Фе азазет 15$ сиё шю 5\о ра$ \/ИН а семаш регсещасе (50-50%, 80— 
20%). Но\меуег, аз атеаду тепйопе4, Бой оРезе а12 ог т$ Ра 0 этуе 
ассигае гези$ ш сазе ог 51еШу ппбаапсеа да{азе5. ТБе геазоп Юг Фе 
Га|аге 15 Фа сепегае4 {1езНпо дабазеё \уШ Бе паба|апсе4 аз \еП, апа 
Бесаизе И 1$ ощу а затре Нот Фе 5 дафазе! Шеге 15 а он ргофабИиу 
ог Вауше ошу а Е\ дайарош оЁ Фе тшог с1азз. \е \Ш изе Фе 
{есртаие оЁ свапеше Фе ассигасу теазигетеп+. шзеа оЁ теазигте е 
регсетазе оЁ пов рге@сйоп Нот уПое даа, опе оЁ Фе теазигез оЁ 
“Соп@з1оп Майлх”, “Ргес1510п”, “Кеса?” апа “Е1 Зсоге” сап Бе изеа [6]. 


4.4. Заесито Моде! 


То рге@сё ирсотше рштрз, ме \Ш изе Чегет аогИиа$ оЁ 
с1а5з1ЯсаНоп ап4 102 геотез$1оп [17]. Аз И \аз атеа4у тепнопе4, Фе 
башто Чабазей 15 ВеауПу зКеме4, уась гези\$ ш Ба регогтапсе Рог 
зоте то4е!5. У!е \/Ш зе зоте оЁ Ше Без регогише по4е]$ изе4 т 
с1а5$1ЯсаНоп ргоетп$, зас аз Адарнуе Вооз6, ОтаФеп! Воозип®, КММ, 
ап Капдот Еоге$. \У’е 4о по{ ехресё Адарнуе Воо$Ё ап@ Отадепе 
Воозипе ю регРогт \еП аз Незе а!>огИйил$ аге по{ зацед Рог \уогкте меП 
У зКе\ме4 ааа [13]. Оп Фе оег Вапа, ве КММ а!еогит сап зВо\ 
2004 регоппапсе Би пеефз Нуреграгатеег пише 1 шстеазе 
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регРогтапсе [15]. ЕтаПу, фе зрес1Йс$ оЁ Ше Вапдот Еогезё аеотИт 
аПо\лие 1ю сНоо$е а гап4от затр!е ог гаште оРеас зи6-ее аПо\уз ю 
Вап Фе зке\уе4 дайа. ТВе ргосезз$ ог сВоозше гапдот заб-затр[ез ог 
офегулзе саЙе4 змаййЙсайоп, аПо\у/з 1$ ю элуе ме 1ю с1аз5ез ш 1е 
затр!е, и$ ешитайпо пе зКе\у оГажа. Мотеоуег, 11$ а1гогйт Вап]ез 
а 61 питбег ог Ееаагез гетагкау, ус ш опг сазе 15 50. Но\уеуег, 
Вапаот Еогезе 1$ поё шиийуе ш ргоуАте шЮппайоп абойё Ееафге 
ппропапсе [16]. Еог Фе 102 теотез$1оп то4е1, СЕМ ог Сепегайхеа 
Глпеаг Моде у Бе изе4. ш сопгаз ю Капдот, Еогезё ОГМ регогтз 
роойу ш е сазе оЁ оуегА те еайтез (Геедте юо тапу Геавгез). 
Но\змеуег, СЕМ Баз а уегу орипите4 а1еогибт аПоулше И ю Вапе 1 
Чайазе$ \/ИЙ еазе Пе ИП ргоу ше ассерае гези. ЕтаПу, 
регогтапсе теазигез Рог а абоуе тепНопе то4е|$ аге ауайае ш 
Е1юиге 11. Еог Капот Еогезё ап4 Адарнуе Воозипе Моде! Фе ВОС 
Сигуе$ аге Шизгайеа ш Еполите 12. 


4.5. АДарбуе Воо$@по Моде 


Ш огаег ю пар!етет фе АПА Ъо034 а|2огИ ит, ме Ш зе “Зе 
|еагп” [3] Пбгагу'$ епзетЫе расКасе [14] сомашие а отеаё атопи оЁ 
Чегепе епзетЫе с1аз$1Исайоп то4е|з [16]. Еог Фе АПРА Боо5% с1аз;1ег 
Вуреграгатеег, “п_е5Итаюгз=100” ууШ Бе дейпед. Айег зей те ир Фе 
{гаш Чабазеё ап4 ппрогипе а] пееде4 тодшез, фе АВА Ъоо3( с]азз1Иег 
сап Бе Нашед. ТЬе с1а51Нег \уаз наше оп гаш даа, \№мсьЬ 1$ ап 80% 
зр Ш оР сайсшае4 аза. ОФег 20% \уаз изе4 Юг 1езипе ригрозез. 

\е м1 Бе 1ооКше г Шгее рагатаегз: ВОС сигуе, Ргес1510п, ап4 
Е! Зсоге © апа[ухе фе тоде!$ реогтапсе. Е1юигез 11 зпо\з Фа 
ргеслз1оп юг рге@сйп® ритрз 1$ 56%, \УИВ ап Ё| 5соге оЁ 0.21. 


4.6. СтгаФеп Воо$зИпо Моде 


Отафет{ Воозипе Моде! \/Ш Бе гаше4 т е зате \уау аз рге\у1ои$ 
тоде|. Еог 1$ тоде|]\ме уШ дебпе Нуреграгатеегз “п_езштаюг$=100”, 
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‘Чеагите гае=1.0”, “тах_4ер=10” Но\меуег, аз \е сап зее Нот 
регогтапсе теазигез оР ОтаФепе Воозйпе, Фе тоде| регогте4 Ъад ми 
10% ассигасу ап4 #1-5соге ог ритр сазез аз  \а$ ехресе4. 


4.7. СЕМ Моде 


Еог Фе ОГМ тод4е, \е \Ш изе Фе пиретешмайноп оЁ “За 
Моде15” [4]. \Ме м\Ш наш мо сепегайоп$ ое СГМ тоде|, еасВ хе те 
Чегет рагате{егз, Бу ригоше 1е опез тагКке4 аз поп-пиропапё Бу 1е 
ргеу1ои$ сепеганоп. Еог Фе Йг$ё ОГМ, ме \Ш поЁ гетоуе апу Еаге$. 
Айег Фа \е сап сВоозе а зе{ оЁ Ееагез ю Бе 4горреч. Рог Ше зесопа 
сепегайоп, \е \/Ш Кеер ошу со[итиз гергезепиие 1, 36 ап4 48-Воиг 
гефиги$ ап4 рип герог( {0 еуаае е регЮюгтапсе (Е1олге 12). 


4.8. К-Меаге${ МеойЪог$ то4де 


Те КММ тоде| 15 а150 пиретеше4 изте Фе “ЗсКИ-еаги” под]. 
Тре КММ гедишез Шгее Пуреграгате{ег$ оё |еаЁ 512е, Фе питБег оЁ 
петоПБог$, ап4 Фе буре оЁ Ч$апсе о изе, еИпег ЕисИ4еап ог Мапвайап. 
1 ог4ег © Виа Фе Бе5{ рагатеег$ Рог 1е то4е|, \е 4о Нурегрататаег 
ито изше СпаЗеагсн СУ (парететеа от “Зски-еаги”). \Ме Нхе4 
роз$1Ые рагатеег$ оЁ Теа $12е ш гапее (1, 30), бе питфег ор пе? ВБог$ ш 
(1, 10), ап рагатеег “р” гезропз1Ые Гог 415апсе теазигетеп{ а1еогИт, 
\НтсЬ сап Бе ейВег 1 ог 2.ТВе СпаЗеагсН гези5 ог гаш даа зВо\уеа 
орйта| рагатеегз оЁ“ЧеаР 512е = 30”, “п_пезНБог5=7”, апа “р = 2”. АЙег 
батшше Фе КММ тоде] уй Фе ЮПо\мше Куреграгатаег$, \е зее 
ргес1з1оп Юг ргед1сНп® ритрз 1$ 75%, \УИВ ап #1 $соге оЁ 0.86. 


4.9. Вапдот Еогез{ Моде] 
А$ И Уаз атеаду теппопеа, Капдот Еогез{ сап зе змайЙсаноп ш 


огаег №0 Вап@е пиба!апсе даёа ап4 стеже4 а Ба]апсе4 затр!е. ш е 
рушоп пар!ететайоп, Ше збайЯсайоп саппо! Бе сопгоПе4 ргес1зейу Бу 
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этуш$ а питбег оРе!етеп{ Нот еасВ с1аз$ Ше ш К. ш 5 сазе, ме Ш 
изе Ше агоитеп “Босбар = Тгае” ап “с]азз ею = Баапсед 
зибзатр|е”. ТВезе агоитеп!5 аПо\ Фе Вапаот Еоге${ с1азз1Нег 1ю зтайРу 
Фе таш даазеё Бу з@есйпо епёлез Кош еасВ с1азз \Пе Кеерше Фе 
Ба]апсе ш Фе забзатр/е. 

Еог 1$ тод@1, ргес11оп Юг рге@сипе ритрз 15 92% ИВ ап #1 5соге 
оЁ0.70, уысь 1$ ап ехсеЦепе геза[. 


Моде! Мате "Мо-Ритр" Ргебзюп “Ритр" Ргеб5юп “Мо-Ритр" Веса! “Ритр" ВесаИ “Моё-Ритр" }1-зсоге "Ритр" {1-зсоге Ассигасу 
АДарйуе Воо5Япв 1.0 0.56 10 0.13 0.21 0,21 1.0 
бгафепе Воо5Чпв 0.99 0.04 0.17 0.95 0.29 0.08 0.29 
К-МеагезЕ МевАЬог$ 1.0 0.75 0.99 1.0 0.99 0.86 0.99 
Вапдот Роге 0.98 0.92 1.0 0.56 0.99 0.78 0.98 


Е рвиге 10. Моде! теабигеу геро!. 
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Е рвиге 11. КОС Сигуез оГАдаВоо5{ апа Капаот Роге! СЧ азяЙег$. 
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Сепега11теа 11пеаг Мо4е1 Кергез$$1оп Кези1+$ 
бер. \Маг1аБ1е: рчтреа №. ОБзегуа1оп$: 47114 
Мо4е1 : бЕМ 0+ Кез14иа1$: 47113 
Моае1 Еат11у: В1пот1а1 2+ Моае1: [2 
ЕК РуипсЕЗоп: 1051& $са1е: 1.0999 
Метвоа : ТВЕ$ ГоЕ-11Ке11Воо4: -517.91 
Бате: 5$аф, 1@ Арг 20921 Беу1апсе: 1935.8 
Т1те: 02:04:07 Реагзоп св12: 4.57е+04 
№. ТфегаЕ1оп$: 19 
Соуаг1апсе Туре: попгоБи$ Е 
сое+ $Е4 егг 2 Р>|=| [2.9025 90.975] 
Дафе{1те -4.316е-909 8.29е-11 -52.047 о.оое -4.48е-09 -4.15е-99 
1аз{_ гефигп 4.4484 0.813 5.4709 е.о0е 2.854 6.9042 
гетигп36 В 1.4267 1.199 1.297 0.195 -0.729 3.583 
гетигп4 8 В 2.1819 1.089 2.020 0.043 0.964 4.299 
Евиге 12. СЕМ2 Кебий$. 
Сопеши$10п 


Аз а сопс1а$1оп оЁ Пе зу сопдисеа, ууе зво\уе4 пах И 1$ розз1Ые 


0 ргедсе Ше ирсотше ритр-ап4-дитр еуеп5 изше тасБше [еагпте 


а] ог ил$. Тезипе Чегет! по4е|5, мПе сопз14егие йе Рас Вай даа 1$ 


зеуеге[йу зКе\ме4, \ме Ююип4 опё фай оп оЁ Нуе то4е[$ 1е$е4, Капдот 


Еогезё зво\уе4 пе Без регРогтапсе. ТВапК$ 0 Ше змаийсайоп а]еогИт 


ш Капдот Еогез{ \аз аЫе №0 2е{ 92% ассигасу ш рге@сип® ритр еуеп5. 


Еог Ащаге тезеагсв, ап аеогифит ог ВапаНие зКе\мед да, розу 


шсшато зтаяйсайоп, БеЮге Еее4то 0 Фе тоде! сап Бе деуеореч4. Засв 


а1еогИбт сап аПо\у изазе оЁ улаег гапое оЁР таснше |еагише по4е|5 вай 


сап роепнаПу регРюогт Бейег ап 1е Вапдот Еоге$й. 
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ОБНАРУЖЕНИЕ И ПРЕДСКАЗАНИЕ СЛУЧАЕВ 
НАКАЧКИ И СБРОСА ПОСРЕДСТВОМ ПРИМЕНЕНИЯ 
МОДЕЛЕЙ МАШИННОГО ОБУЧЕНИЯ 


О. Зограбян, Г. Григорян 


Ереванский Государственный Университет 
Шанхайский Университет Экономики и Финансож 


АННОТАЦИЯ 


В данной статье речь идет о популярности криптовалют, которые привле- 
кают на рынок все больше людей. Такая популярность и рост числа новичков на 
рынке создают благодатную почву для мошенников, чтобы обмануть общест- 
венность. Один из популярных способов мошенничества — это новое формиро- 
вание консервативных схем ритр-ап4-4итр. В настоящее время схемы накачки 
и сброса привлекли внимание регуляторов криптовалюты и бирж, пытающихся 
заранее предсказать события ршпр-ап4д-4итр, чтобы сделать обмены более безо- 
пасными для общей базы пользователей. Такой алгоритм может помочь им пре- 
дотвратить события накачки и сброса, ограничивая объемы покупки и продажи 
монеты, которая, по прогнозам, будет накачана. В результате торговля крипто- 
валютой потенциально может стать более безопасной. 

Ключевые слова: машинное обучение, проблемы классификации, финан- 
совый анализ, крипторынок, события накачки и сброса. 
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ЕМАВИМС П\-ЕТЕГО ОРЕВАТТОМ 
РВОСКАММАВПЛТУ ЕОВ ВОП.Т-1Х 5ЕГЕ-ТЕЗТ 


А. Вафауап 


Мапопа! Родлесйтс Отуегуйу ор Аттета 
афабБауа@5упор5у5.сот 
АВЗТВАСТ 


ТЬ1$ рарег 4езстбез ВиШ-ш зе -4ез$ (ВТГЗТ) зойоп ул ш-Не!а 
ореганоп ргоэтаттабПИу. ТЬ1$ Еафте аПо\мз тю Бауе Нехе 1е5 
орегайоп зе ог ВТЗТ. ТЬ1$ сап Бе сопйзиге4 айег 4ез1оп $асе оЁЗузет 
оп Сыр (5оС). Тиз, Фе сазют а[еогИ тп, умен сошА по{ Бе изе4 юг 
зоивопз у Яхе4 орегайоп 5е%, аге по\ ауа|аЫе @гочэв 115 теод. 

Кеу\уога$: Метогу Тезйпе, Зузет-оп-СЫр, Ргоэтатта е Оре- 
тайоп$. 


1. шаодисйоп 


Тре гепаб у оР\е тетопез ш ицеотаеа слтсий$ (ТС) 1$ опе о Фе 
110$ пироцапЕ согз Юг Ше погта! Бепам1ог оЁ зузетз$ оп сыр (30С). 
РуЁегепе зо оп$, ш сепега! а ВТУТ, \еге та4е №0 шсгеазе па тепабПиу 
[1-3]. ОзчаПу, ВТЗТ зошйоп 1$ а ргосеззог, \сВ Баз сопёго| оуег фе 
тетопез ш ап ГС, Ваз сопёго| 1021с ог Ше {ез5{ зедиепсе ехесиНоп, 
соог4таез$ 15 роззЫе сопйгигайоп$ ап ргортатилте у’ офег 
пиеПесвла!] ргорегие$ (ТР) @гоизВ ргоу14е4 пмегЁасе. 

То {её а семаш буре оЁ тетогу, е роз51Ые 4еЁес{$ оЁ {пай звошША 
Бе шуезирае4 ап4 сотезропате Рай тоде]$ звошШ 4 Ъе 4еЁпеа [4]. АЙег 
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Фе дейпвоп оЁ вай аш тоде|5, {Ве а1еогИ т, \1сЬ сап дефесй геддитеа 
бурез оРзасВ Раи[5, 15 4еЙпе4. ТВе а!еог ит соп$155 ОР орегайоп$, у№св 
4пуе Фе тшетогу рог5. ТБе ореганоп зеё 1$ Паг4мтеЯ ш сиггеп® 
пирететайоп$ оЁ ВИЗТ ргосеззогз, И 15 4ейпе4 дани» 4ез1еп асе апа 
зоте соттайоп$ саппо{ Бе аррПе4 оп Фе тетогу рог5. ш офег \ога$, 
Феге 1$ по роз 6ИИу тю 4есЛаге пеху {е5{ ореганоп$ айег ргодисНоп. Тре 
тоге орегайоп$ ш ВТЗТ ргосеззог, Ше мег роз ШИез Юг {еп 
тетопез. Те ргоотаттабИИу оЁР Шезе ореганоп$ аПо\уз ю ВПауе 
ПехЪИу дигте ехесиНоп оЁ ап а!еогИт, У1сЬ сап Бе изе и поё оту 
Гог {(езНп® тетопез Би{ а150 Гог Фет 41а210$15. 


2. ВТУТ сошропеп&5 
2.1. РгоргаттаЫе аггау Гог орегайоп$ 


АЕ Нг$Ь, { 1$ песеззагу ю ипдегуапа \Ва{ Ше ргоэтаттте оРап 
орегаНоп теапз. 


Орегайоп Аггау 


Орегапоп 1 


Ор етАНО . Орегайоп 3 
Ргозтатиите/Зесйпе 






Метогу Опуег 
(Ви$/Ошеси 
Соппеноп) 


три 


Сштеп( Орегайоп 


Ее 2. Орегапоп Агтау ВосЁ Глаетат. 
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ОрегаНоп аггау соп$15{$ оЁ \уота$ (гео1зетз), Вс саггу фе соде 
о орегайопз, Ше шри шир]ехег \’1сВ епа ез Фе соппесйоп {о а 
\ота, ап4 Ше гезлует, УмсВ саглез Ше теГегепсе (а44гез$) уаае ог е 
сотгезроп4т? \уога. ТВе ргезепсе оЁ 5асВ а згасфиге шсгеазе$ Фе агеа 
ОР Ше ргосеззог 4ереп4$ оп аггау $17е. 

ШЕЕ. 2, ореганопз 1, 2, 3,..., М (М сап Ъе дейпеа Бу Фе пзег а 
4ез1еп з{асе) аге гезроп$ е Гог епабПпе ог зе те зоте 65 ш Ипа| 
орегайоп гезлуег, умсВ 4туез Ше рог ог Ше {е5Нпе тетогу. ТВе 
шее орегайоп @етепё, сатуте сецаш со4е, сопйзигез ше тетогу 
пуег ш засВ а угау, Во\\ 1 1$ 1оаде4 ш Фе Йпа| орегайоп гезлуег ми 
зрес1Йе4 Ёогта{. ТБе $12е ог Ше еетепё ш аггау 15 д&егтшед Ъу 
соп$14егие Ве тетогу рог, мен зНош 4 Бе дпуеп, даа райеги$ ап4 
оег Расюг$ аз \еП. И 15 по{ гедиште4 №0 Вауе аП Шезе аезсирюг$ ш 
зш&е орегаНоп сей, усн теапз, а%, Гог ехатр/е, дайа рацеги сап Бе 
сотштоп Юг аП Везе се|з. Аз ап ехатр[е, Рог зпар[е утце орегайоп 
У $014 райегп (аП “0”5/”1”$) Фе орегайоп геслуег зВоч!4 Бе 
сопйгигед ш 1$ \уау (Фе епаБПпе оЁ опе 51юпа1 1$ 4опе Бу 15 зете 
1о21са1 “1”) 

ОР \КПЕ 0 =000...000_0_1 


ОзчаПу, орегайопз Вауе Фет о\уп патез, \Рсв 1$ тоге 
ипаег${апда е 10 изег$ ап4 И 15 тоге сопуешеп{ {ю \отК \ий Фет. 

1 15 ехатр]е, {Ве [еа5{ з1отиЯсапЕ Би (Г.ЗВ) 1$ атесЙу соппес{еа 
{0 утце епаЫе Биз оЁ Ше ргосеззог. ТБе пех 1$ гезроп$1е юг дайа 
райети (Рог зоП4 райеги опе БИ сап Ъе ехрапде4 Бу 1епой оЁ Фе Биз 
афа $12е, Рог оег раНеги$ и Бесотез [агоег). Тне дайёа райеги сап Бе 
сепегще4 Бу апоег сотропепь, зо Ше ех1$епсе оЁ Ше соггезроп4те 
($) 15(аге) орНопа[. Вео\ зсВете $Во\з а БмеЁ мле\м оГопе ореганоп 
знисфге (Е1о. 3). 
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аа Рацет 


« . л #) 5 > р 
Сизюот Рой М Сизют Рой 2 Сизюм Рой 1 ВИ$ УМлие ЕпаЫе 


Орегацоп 
Со4е 
(ОР _\ЕПЕ 0) 


зе В ОНИ ЗОВИ ОНА ОИ ПА ЗВ 
(Метогу шри$) 


Метогу 





Ею 3. Итие Орегайоп Сопйвиганон. 


Те орегайоп з@есйоп ап ргозтатиие аге 4опе Шгои?В 
шир]ехетз, $0, {0 таке а тагсН а!еогИйт, ошу орегаНоп геРегепсез 
(роз1оп$) аге изеа. 

Вез1!4ез$ Ше рог{5, \мсН аге апуеп Бу ргосеззог, зоте Йаз$ (ог 
ехатр!е сотратзоп Нае) зВот4 Бе 5её \Веп геадт» ааа Нот Фе 
тетоту. Ш орегайоп соп{а11$ сотрагзоп еуепё, еп Фе соггезроп4 те 
Пас 1$ тапзиищеа ю Ве сотрагафог \/В1сВ э1уез ап шРогтаНоп абоие 
сотраг1зоп. Еог орегайоп$, \Н1сВ соташ сотрайзоп еуепь Фе 
ехресе4 ага 15 стуепсоп$1Аегте Фе даа райегп ап@ зресла|] тетогу 
рогё5 Всей сап аЁес{ 4игте утие орегаНоп. 

Ап 8х32 шетоту (Е1е. 4) \Ш Бе изе4 аз ап ехатр/е. №5 рогбаге 
езстбе4 ТаЫе 1. 

ТаЫе 1. 


РшошЕ дезстриоп Гог шетогу 8х32. 





Рои Мате РезсирНоп 
МЕ У/тие Епае 
МЕ Метогу Епае 




















146 ЕпабИпз т-де орегайоп рговтаттаБИйу рог Бий-т зе че 























|9) шри аа 
АРОК А99ге$$ 

ВЕ Вуе ЕпаЫе 

О Ошриш аа 
Р1...РМ Озег Зресйеа Роп$ 











Метогу 8х32 | 325 


\Е 
МЕ 


[31:0] 0[31:0] 





Ес 4. Метогу 8х32. 


Озше Фе 41 егеп( арргоаспез 0 ппр!етепЕ Фе {е5{ епупоптепе 
Гог фе тетогу [5—6], ве Япа] уле\ оРШе зузет 15 ргезеше4 ш Е1®. 5. 
Тве дезсирНоп оЁ Фе орегайопз$ Гог {1$ шетогу 15 ргеземе4 ш Та е 
2: 
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МЕ 
ИЕ 
а ] = 
| 110000 | ВЕР" 
[18 _[ 100000 | 
Раца ап4 || лоожех 





АЧ9ге5$ 
Ежегпа!| А!ео Вох Сепегаог/ ВЕ[З: Метогу 
(егасе 


СопгоПег 8х32 
СопгоПег 


(ТАС, 


ВТ 
АРВ ес.) ВР 


Сопио|ег 


Раа 


31:0 
Сотрагаюг 9[31:0] 





Ею 5. Тре изазе оГШе ргоэтатта Ые агтау юг Фе орегапопз юг йе тетогу 8х32. 

















ТаЫе 2. 
Ршош дезсирйоп Гог Фе шетогу 8х32 
Орегайоп Мате МЕ МЕ ВЕ Орегайоп | Орегайоп 
а4@ге$5 райети 
ОР_\МЕТЕ <р)/О> асйуе | асНуе аП 00 11 1111 
шасйуе 
ОР_ВЕАР <О)/!О> аснуе | шаснуе аП 01 10 1111 
шасйуе 
ОР_\ЕТЕ В<О/ЛО> | асйуе | асНуе аП 10 11 0000 
аснуе 
ОР ВЕАРЕ В<О/> | аснуе | шасйуе аП 19 10 0000 
аснуе 


























3. Сопаи$10п 


Тве м14е гапое оЁ Фе орегайоп$ аПо\з ю Вауе Шу сопго! оуег 
{езИпо шетопе$ \/№1сй сап Бе геасНеа Бу Ше зиоезе4 ргоэтатта е 
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орегайоп аггау. ТЬ15 Геафаге аПоууз ю Вауе орегайопз аЙег Ве 4е512п 
асе ап4 свапее ШФезе орегайопз$ ог ше а1егепе {е5{ зедиепсез Бу 
шстеазше Ше агеаоР Ве ргосеззог.ТВе орегайоп огта{ 1$ 4езсгеч. 
Тве могкше рипс!р[е оЁ 15 аггау ап Фе ехесиНоп оЁ Фе ореганоп$ 
аге шёго4исеч. 
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СОЗДАНИЕ ВОЗМОЖНОСТИ ПРОГРАМИРОВАНИЯ ОПЕРАЦИИ 
ДЛЯ ВСТРОЕННОГО САМОТЕСТИРОВАНИЯ 


А.В. Бабаян 
Национальный Политехнических Университет Армении 
АННОТАЦИЯ 


В данной статье представляется встроенное самотестирование с возможностью 
программирования операции. Эта функция позволяет иметь гибкий набор опе- 
раций тестов для самотестирования. Данный набор можно настроить после этапа 
проектирования системы на кристалле (5оС). Таким образом, пользовательские 
алгоритмы, которые нельзя было использовать для решений с фиксированным 
набором операций, теперь доступны через данный метод. 

Ключевые слова: самотестирование встроенной памяти, система на 
кристалле, программируемые операции. 
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БЕНЧМАРКИНГ ИНСТРУМЕНТОВ СРАВНЕНИЯ 
БИНАРНОГО КОДА ПРОГРАММ 


М.С. Арутюнян! Р.А. Оганнисян?, Х.С. Смбатян? 


Российско-Армянский Университет!, 


Ереванский Государственный Университет? 


апшитапт(@5ргаз.ги, йг.поуйатзуап(@л5ргаз.ги, зтба!р’ап1729@етай.сот 


АННОТАЦИЯ 


В данной статье рассматриваются инструменты сравнения бинарно- 
го кода программ, которые широко используются для анализа уязви- 
мостей, поиска вредоносного кода, обнаружения нарушений авторских 
прав и т.д. В статье рассматриваются лучшие по результатам три инст- 
румента известных на момент — ВСС, Вт ОИ, ПларВога. Инструменты 
основаны на статическом анализе программ. В качестве входных дан- 
ных получают две версии программы в бинарной форме и сопоставля- 
ют их функции. Целью статьи является оценка качества вышеупомяну- 
тых инструментов. Для этого нами разработана система тестирования 
для автоматического определения точности и полноты каждого инст- 
румента. Е1 — мера на разработанной системе тестирования для инстру- 
мента ВСС - 85.6%, для ВшОШЕ- 82.4%, для ПларБога — 64.7%. 

Ключевые слова: анализ бинарного кода, ВСС, ВО, Гларрога. 


Введение 


Инструменты сравнения бинарного кода программ служат для 
сравнения двух версий программ с целью выявления их сходства и раз- 
личий. Сравнение может быть на уровне базовых блоков, функций или 


целых программ. Часто исходный код программы недоступен, поэтому 
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в таких случаях сравнение двоичного кода имеет основополагающее 
значение. 

Выявление схожести и различий исполняемых файлов является 
сложной задачей, поскольку из-за процесса компиляции может теря- 
ется (в зависимости от оптимизаций) большая часть семантики про- 
граммы, включая имена переменных, имена функций и определения 
структур данных. Более того, результирующий двоичный код может 
значительно измениться при использовании разных компиляторов, 
разных оптимизаций и выборе различных целевых операционных сис- 
тем и архитектур. 


Исходный код 1 версии программы 


Исходный код 2 версии программы 
















Бинарный код 1версиипрограммы с 
отладочной информацией 





Бинарный кодверсии 2программы с 
отладочнойинформацией 


Сопоставление функций на основе имён 





Эталонные пары функций 


Рис 1. Определение пар функций, которые в идеальном случае должны найти 
инструменты. 


Сравнение бинарного кода программ имеет широкий спектр при- 
менения — такой, как поиск ошибок, обнаружение вредоносных про- 
грамм, их происхождение И кластеризация, автоматическая генерация 
исправлений, анализ исправлений, перенос информации между вер- 
сиями программ и обнаружение нарушений авторских прав програм- 
много обеспечения. 
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Существуют много работ, посвященных анализу изменений 
программ. В статье представлен обзор и сравнение инструментов 
Втр (Т. Оиеп & К. ВоПез, 2005). 

ПларБога (Коге) и ВСС (Аз$апуап, Ауейзуап, Агавитап, 
Кегоруап, Каппапгаееу, & Уагдапуап, 2017), которые на данный мо- 
мент показывают наилучшие результаты. Для сравнения инструмен- 
тов реализована тестовая система, с помощью которой можно выя- 


вить, насколько хорошо работают инструменты. 
Обзор инструментов 


В инструменте ВтГУШ (версия 6) [1] реализованы разные метри- 
ки для сопоставления функций. Метрики считаются на основе графов 
потока управления и графов вызовов функций. В работе авторы пред- 
лагают метод вычисления (МО-т@4ех) хеша для графов. Далее МО- 
шдех используется для вычисления метрик на графах. 

Инструмент ПларПога (версия 2.0.3) [2] сопоставляет функции с 
помощью различных наборов эвристик («лучшие сопоставления», 
«частичные и ненадежные сопоставления», «ненадежные сопоставле- 
ния»). Эвристики применяются по очереди; если после применения те- 
кущей эвристики остаются несопоставленные функции, то применяет- 
ся другая функция. 

Работа инструмента ВСС [3] делится на два этапа. На первом эта- 
пе происходит генерация графов зависимостей программы (ГЗП) и 
графа вызовов функций. На втором этапе происходит сопоставление 
функций на основе сгенерированных графов. Алгоритм сопоставления 
функций состоит из двух этапов. Сначала функции сопоставляются 
при помощи ряда эвристик. Например, пары функций сопоставляются, 
если хеши ассемблерного кода одинаковы. Те функции, которые не 
сопоставлялись с помощью эвристик, сопоставляются с помощью ал- 
горитма определения максимального общего подграфа ГЗП. 
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Бинарный код 2 версии программы с 
отладочной информацией 










Бинарный код 1 версии программы с 
отладочнойинформацией 


Эталонные пары 
функций 





Удаление символов 






Бинарный код 2 версии 
программы без символов 


Инструмент анализа изменений 


Пары функций найденные инструментом 


Сравнение результатов 


Точность, полнота 











Рис. Г. Определение точности и полноты инструментов. 


Схема тестовой системы 


Схема тестовой системы состоит из двух частей — автоматичес- 
кая генерация тестов и тестирование инструментов с использованием 
генерированных тестов. На Рис. 1 представлена схема автоматической 
генерации тестов. Для этого используются две версии (не обязательно 
разные) одной и той же программы. Сначала исходный код обоих вер- 
сий компилируется с отладочной информацией, что позволяет сохра- 
нить имена символов, в частности, функций в базе данных. Компиля- 
ция может выполняться разными флагами оптимизаций. Далее из 
бинарного кода программ сопоставляются функции, которые имеют оди- 
наковые имена. Полученный результат содержит пары функций, которые 
должны найти инструменты анализа изменений в идеальном случае. 

Во второй части тестовой системы (Рис. 2) запускаются инстру- 
менты на тестах и считывается точность и полнота. Точность и полно- 


та определяются следующим образом: 
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количество правильно найденных результатов инструмента 
Точность = 





количество всех найденных результатов инструмента 


п количество правильно найденных результатов инструмента 
ОлНоа 
количество всех правильных результатов 


Первым шагом является сохранение отображения (в базе дан- 
ных) начальных адресов и имен функций для бинарного кода второй 
версии программы. Далее, из него удаляются символы (также удаля- 
ются имена функций) с помощью утилиты $#1риз согеи $ [4], полу- 
ченный бинарный файл и бинарный файл первой версии программы 
передаются инструменту анализа бинарного кода. Целью удаления 
символов из бинарного файла является максимальное приближение 
генерированных тестов к реальным примерам, так как такая информа- 
ция почти всегда недоступна в анализируемых программах. 

Инструменты сравнения бинарного кода программ выдают со- 
поставленные пары функций, которые сравниваются с парами, полу- 
ченными из первой части тестовой системы. В системе тестирования 
автоматически разбираются результаты инструментов и приводятся к 
единой форме. Для каждой найденной пары функций (р, [') восста- 
навливается оригинальное имя }’, используя ее адрес, и база данных, 
в которой заранее хранили отображение начальных адресов и имен 
функций для бинарного кода второй версии программы. Если ориги- 
нальное имя /” является {, то результат считается истинно-положи- 
тельным, в противном случае — ложноположительным. На основе по- 


лученных результатов считаются точность и полнота. 
Результаты 
Результаты получены на 105 программах, входящих в набор 


согеи $ [4]. Исходные файлы были скомпилированы компиляторами 
2+ [5] и Сап?++ [6] с разными флагами оптимизаций для х86—64 
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архитектуры. В Табл. 1 приведены результаты инструмента ВСС, 
ВшОЁ и П]ларрога: 







































































Версия | Версия | Компилятор, | Компилятор, | ВСС ВСС ВшрЕ | Вшой | Риарпога | О1арвога 

согеи 5 | согеи( $ | оптимизации | оптимизации | средняя | средняя | средняя | средняя | средняя | средняя 

1 2 1 2, "р точность| полнота |точность| полнота | точность | полнота 
8.29 8.30 2++ о0 2++ 00 97.8% 98.2% 97.8% 97.8% 97.6% 72.5% 
8.29 8.30 Р++ 02 2++ 02 97% 82.2% 96.6% 81.4% 96.3% 52.8% 
7.6 8.30 2++ о0 2++ 00 72.1% 69.5% 62.9% 62.9% 92.5% 35.5% 
7.6 8.30 2++ 02 2++ 02 85.4% 77.9% 83.4% 76.5% 95.1% 46.5% 

8.30 8.30 с1ап2++ о0 с1ап?++ 00 98.8% 98.3% 98.8% 97.9% 98.3% 75% 

8.30 8.30 с1апр++ о2 с<апе-++ о2 97.2% 85.6% 98.3% 85.9% 97.5% 59.2% 
8.30 8.30 с1апе++ о0 с1ап?++ 02 79.3% 67.4% 72.2% 61.5% 93.1% 34.3% 
8.30 8.30 с1ап2++ 02 с1ап8++ о3 90.7% 81.2% 86.6% 76.6% 97.2% 41.2% 
8.30 8.30 2++ 00 2++ 00 98.8% 98.3% 98.8% 97.9% 98.3% 74.1% 
8.30 8.30 Р++ 02 2++ 02 98.2% 82.4% 98.2% 81.7% 97.3% 55.2% 
8.30 8.30 2++ 00 2++ 02 84.8% 69.2% 75.5% 63.7% 91.3% 34.5% 
8.30 8.30 2++ 00 с1ап?++ 00 94.9% 89.4% 91.2% 85.4% 95.6% 38.1% 
8.30 8.30 2++ 02 сапр++ о2 89.1% 76.1% 81.1% 71% 93.8% 36.7% 
8.30 8.30 2++ о0 сапе++ о2 78.9% 67.7% 71.2% 61.5% 93% 34.5% 
8.30 8.30 ›++ 02 ++ 03 90% 77% 88.7% 75.4% 93.5% 44.8% 
В среднем 90.2% 81.4% 86.8% | 78.5% 95.4% 49.0% 











Из таблицы можно увидеть, что полнота результатов инструмен- 
та ВСС превышает конкурентов. Наилучшую точность показывает 
инструмент П1арКога, однако полнота результатов инструмента нам- 
ного меньше остальных. В среднем Е1-мера (2*точность*полнота / 
(точность + полнота)) для ВСС - 85.6, для ВтОШ- 82.4, для Оларога 
— 64.7. Притом разница Е1-мер инструментов больше, когда разница 
между версиями анализируемых программ большая (много измене- 


ний) или они скомпилированы разными опциями компиляции. 


Заключение 


В статье сравниваются три инструмента анализа изменений 
программ. Выбор этих инструментов обусловлен тем, что они поддер- 
живаются, широко используются и показывают наилучшие результа- 
ты. Сравнение проводилось на ряде программ набора согеи 5. Резуль- 
таты показали, что точность и полнота инструментов высока, когда раз- 
ница версией между анализируемыми программами меньше и когда они 


компилированы одними и теми же оптимизациями компилятора. 
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Зутшрозпит зиг 1а Зесигце 4ез Тесбпоюзлез 4е ’шЮппаНоп её 4ез 
СоттишсаНоп$. 


ВЕМСНМАВКГУС ОЕ РВОСВАМ$ ВТХАВКУ СООЕ 
СОМРАЕВЗОМ ТООГ.$ 
М. Агшитап, Н. Ноуйаппб5уап, Кй. 5трарап 


Визтап-Аттетап Итлегуйу 


Уегеуап кие Итуегуйу 
АВЗТВКАСТ 


Вшагу соде сотрапзоп {001$ аге ул4е]у изе4 ю апа|уте ушпега Нез, зеагсВ 


Гог та|с1ои$ соде, ейесй сорупе{ у1оайопз, ес. ТВе агасе 415си$5ез Ше Без( тее 
10015 Кпо\уп аё Фе Ише — ВСС, Вто, ПларВога. Те 10015 аге Базе оп айс 
апа[у51$ оГргоэтапа$. Тоо[$ тесе1туе аз три даёа мо уег1оп$ оРШе ргоэтат шт Бттагу 
Гогт ап табсЬ Фет Ашсйоп$. ТВе ригрозе оЁ Фе агЯсе 15$ №0 аз5ез$ {Ве апаП у оЁ 
Фе {юо[5. Еог #15, ме 4еуе]оре4 а {1езИпс зузет ю ащотансаПу деегитте ргес1510п 
ап тесаП оЁ еасБ шзгатепе. Е1-зсоге оп Фе деуореа 1езипе зузет Юг ВСС 
шзбгатеие 1$ 85.6%, Юг Вто - 82.4%, Гог Оларрога — 64.7%. 


Кеууога$: Бтагу со4де апа[у51з, ВСС, ВшОНЕ, ПларБога. 
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АВУТВАСТ 


шп апатбег оЁга41о епотеегте зуз{етл$, Ше изе орсисайу ро!аптеа 
атщеппаз Баз Бесоте ехгете]у ипроцап! ап4 те]еуат. СштепИу уапои$ 
зоаНоп$ аге Беше ргорозе4 №0 стеже атеппаз \\у И а пе\м буре оЁ сисаг 
ро]аптайоп ап4 {0 шсгеазе Фе ах1а| гано ог ех15Япх атеппаз. [ 1$ а|50 
песеззагу 0 сгеае зисВ атеппаз Ша Ш Вауе а зта| 517е ап таз$ ап4 
у Бе пцеотае4 шо гаФо епотеепис сиси. А псгозвтр ащеппа у 
еШрёса| ро]апхайоп \уаз шуезисае4 ап4 4ез1етед, Нот \’НасВ сисшаг 
ро]апте ащеппа ул 4аа| Еее Ваз Бееп оМатечд. ТНе 4ез1еп \аз сагле4 
оп ш Фе ЕЕКО зоЙ\хаге епутоптепе. ТБе сасшае4 гези $ аге ргезещеа 
т Фе Югпт 0 этар|5$. Те деуеоре4 ащеппа сап Бе изе ш 5 зует. 

Кеууогд5$: сисшагро!аптаноп, пистозбтращеппа, аа] Еее4, ахлатано, 
ЕЕКО епугопуепь, 5(. 
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ШшпеодисНоп 


М1сгозеар ащеппаз аге НаЁ гезопабют$, Фа шса4е Фа@есйлс, 
сайт» р!апе, гаФапе зиГРасе ап Ее сваш У регтИйуИу =, апа 
Фискпез$й/ТБезе аге Фе а4уащасез оР зисН ащеппаз: еу аге зтай, 
сопуешепь ап4 4о по 1аКе ир ехрепзуе гезоигсез. О1задуащаеез: 10% 
еЁйс1лепсу, Шов диаПбу, тассигае ро]агиу БеБахм1ог, патго\ Бапа, 4ае ю 
Ыой ана, $12е ш фе |о\у едиепсу гапее 1$ уегу |агое ап4 И 15 аду1зае 
{0 изе Ше ащеппа ш Ше писго\уауе гапзе. Сисшаг ро]апте4 амеппаз аге 
улаеу изе4 ш зайеПие соплтитсаноп ап4 2]оба] розопт» зубет 
(ОРЗ). ТВе ганопае Юг изе ш зисВ зузетав 1$ Ша Ше спагасет15Нс$ оЁ 
сисщаг роагиу ешптае Фе еЁ ес оЁР ти -спаппе] 5ргеа4 апа ргоу14е а 
Нхе@ роз1оп апе Бебмееп Ше Напзиииег ап@ Фе тесеуег. ТВе 
адуатасез орсисшаг ро|агйу: [е гесетуег амеппа а\гауз ассер а $1опа1 
сотропепё тгезагез$ оЁ 1е апе оЁ 15 розоп, И 1$ шоге чае ю 
антозрНенс ехипсНоп$, Шеге 15 по пее4 Рог тес у151Иу апа # еазПу 
Бураззез Ше Баглет$ [1]. 

Туре оЁ 115 ащеппа ап4 офег сисшайу ро!апте4 ащеппаз {еп 4 © 
за ег Нот №1$й сгоз5-ро!ат1хайоп [еуе[5. 

Мо\уадау$ И’$ ргосез$ Чегет тео4$ ог шстеазше псгозитр 
ат{еппа ах1а] гайо. 


Мео9д0105у 


[’5 гезеагсНе4 ап4 4ез1епе4 посеве сисуаг расП ащеппа (Е1еиге 
1). ЕЁеснуе гадилз оЁ Ме рабсВ: 


1 
Хх прс 


Чел Эт (1), 





У\Теге Х’„р аге 1е 2егоз оЁ пе депуайуе оЁ Ше Веззе! РапсНоп /„(х) оЁ 
ог4ег и, аз 1$ гие оЁТЕ-то4е стси]аг \’ауестлаез. ТВе 1о\ез{(-ог4ег тоде, 
ТМ: 1 и5е5 
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Х' 1 = 1.84118 


Ащеппа рБуз1са1 га4!а$: 


И (2), 
{1+ 28 @п(5=)+1.7726) 


паЕт 








у/Веге В 15 Фе забзгае ЧисКпез$ [2]. 

М1сгозбар ащеппа \аз 4езепе4 юг 3 СНи Недиепсу. Аз а 
Фееслс, пе ЕК 4 Бгапа \уаз сВозеп, е рагатеег$ оР\/сВ аге =, = 4,6; 
р = 1,6тш; #96 = 0,017.Сасшайпе Фе ащеппа гадга$ Бу 1: г= 
13,12 тт. 

А 4оа[ Еее4 сисий Ваз Бееп Ба уШсЬ 15 а даадгавхе вубиа 
Чтесйопа! соир[ег. ЗисВ а стсий ргоу14е; тасыте Бебмееп йе ащеппа 
ап фе оепегафог Рог а г1уеп Недаепсу ап Фе рБазе @егепсе оЁ 1е 
з1опа| а Ше ошриб 15 90 4еотеез. Оппепз$1оп$ о# Ше апайгаеаге соир[ег: 
мо = 2,6бтт (Ппе \И а ппредапсе оЁ 50 0); и’. = 3,5 ша (Ппе м а 
ппредапсе оЁ 35,35 0) [3]. Таз, Ве ащеппа 1$ 24 ш 6\м\о \ауз (Е1елге 1), 
Бермееп Ус Ше рНазе 4егепсе 15 90 дестее. $0, е гафае4 е!есилс 
Неа уесюгз стеже а сисшаг ро|агйу. 





Ерюиге [. гисшге ораиа! }ее4 писгозв7р ащеппа. 
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Ву 4иа| ето, фе шриё ппредапсе оГ Фе ащеппа свапоез ап4 
1055ез шсгеазе, Бесамзе оЁ \ТисВ Ше амеппа гаш Ёасфог есгеазез. 1 1$ 
песеззагу ю соог4тае Ше гезл$апсе. ТВе тасЫте уаз сагле4 оё Бу а 
Ппеаг такте сисий. То са1сиае Фе $12е оЁ фе напзЮюгтег ш ®е 
зой\аге епупоптепь, го диесНопз оЁ е ащеппа шриё ппредапсе ууеге 
зо[уе4. Тниз, фе ппредапсе оЁ 50 0, пи$( Бе табсВе4 ум Ше гез1апсе 
ог 100 О. Тгап$огиег 4итеп$101$: [= 16 шт, Мю» =2,7 шт, 


М’ронот =0,5 пит. ТВе 11а $12е оЁ Фе ащеппа: 11,5х7 ст. 


Веби!65 


Те таш сБагасмегтз@с$ оЁ Фе деуеюоре4 ащеппа оМатед ш Фе 
ЕЕКО зоЙ\аге епупоптепе аге ргеземеа [4]. Еюиге 2 зВомз Ше 
Кедиепсу ереп4епсе оЁ ше пусгоз@р амеппа'5 уо[азе запдте \у’ауе 
гано (УЗ\УУ В) у 514е4 Ееед те. ш Ве 2,98...3,03 @Нй ведаепсу гапзе: 
УЗ\/В< 2.Аз зпо\т Неиге 3 ащеппа ах1а| гайо тахипит уаше 15 —5,3 
АВ аЁ 3 СН2. 





УВ 

















1 | Н 
2.90 2.92 2.94 2.96 2.98 3.00 3.02 3.04 3.06 3.08 3.10 
Ртедиепсу [СН?] 


Ериге 2. Егециепсу 4ерепаепсе ор фе Г5Й’В оГШе писгозтр атеппа. 
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Аха! гано (гпипог/гпа]ог) [98] 














— 480 -150 -120 -90 -60 -30 0 30 60 90 120 150 180 
Треа [9е9] 


Е риге 3. Атеппа ам тано аё 3 СН? [гедиепсу. 


Еюлге 4 зВо\уз а огарВ оЁ Те йедиепсу дерепдепсе оР\е УЗУ/В оЁ 
а диа| Гее4 ащеппа, апа Е1сиге 5 зВо\з Ше Недаепсу дерепдепсе оЁ е 
апеппа гаш оп Фе таш гаФаНноп 4иесНоп. 2,95 ....3,362 @Ни ш \е 
КедиепЕ тапое УЗУ\УВ< 2, Саш> 0 4В. ТЬе ппредапсе Бапдулай 
арргохптае1у доц ез сотраге4 {1ю Фе зше]у Ее4 раёсп. Аба Неаиепсу оЁ 
3 СН7: баш = 2.5 дВ. ТБе тат ое м1 ш 0 р1апе 1$ 20%.5 = 80,5°, 
шф рапе 15 2фо = 77,15° (Ее 6). 








(3.362 СНЕ, 2) 




















Реедиепсу [СН?] 


Ериге 4. Риа! рее атеппа Г5И’К-'едиепсу 4ерепаепсу. 
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Сат [980 











Ргедиепсу [СН?] 


Ервиге 5. Егециепсу 4ерепаепсе ор Фе ащеппа зат т Фе тат гафайоп Фтесйоп. 








Ры! = 0 4е9 





РН! = 90 4е9 























Ериге 6. ВКа@аноп ранегп оГ йе атеппа Бу диа[}ее4 аЁ а }’едиепсу 
о 3СН2 т Ше д апа ф рапез. 


Еюлге 8 зВо\$ Ше дерепдепсе оЁ Пе ахла| гайо оЁ 4иа| Гее4 атеппа 
аё 3; 3,16; 3,3 СОН Недиепслез Нот 9 ап®е. Тре тахипит уа[ае оЁ Фе 
ах1а] гтайо оР Фе ащеппа ай а Недиепсу оЁЗ СНА 15 -0,15 аВ. ТВе АВ уаше 
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1$ с105е {0 7его, Вепсе Фе ащеппа Ваз а мов сисшаг ро|а17е4 ИВ ап ах1а[ 
гано. 











Ргедиепсу = 3 СН; 








Ртедиепсу = 3.16 СН; Редиепсу = 3.3 СН; 














Аха! гаНо (типо та]ог) [98] 














Треа [4е9] 


Ерюиге 7. Атеппа ам тано 9 аерепаепсу Гог 3; 3,16 апа 3,3 ВНР. 


Сопс $101 


® А пистозир амеппа \Ий еШриса| ро]агбу \аз зваФеЯ апа 
ез1ете4 апа Нот Фа а сисуЙаг ро|ат1е4 атмеппа у 4иа| Еее4 
уаз оМатед. 

® Те орегайпе Недаепсу гапое оР Фе ащеппа 15 2.95...3.362 СНа, 
ужтеге Фе УЗУ/В< 2. 

® Ага Недиепсу оЁЗ СН7: Саш = 2.5 В. Те тат 1обе \1а ш 9 
р!апе 1$ 20% 5 = 80,5°, ш ф рапе 1$ 2фо5 = 77,15°. 

® ТЬе тахипат уаше ог Фе ах1а| гано ое ащеппа аб а Недиепсу 
оРЗОНЕ 1$ -0,15аВ. А$ а гези, а стсу]аг ро!апте4 амеппа \/В а 
Ь1$В ахла] гайо 1$ оМатед. 


® Тре ащеппа сап Бе изед ш 5@ шобШе соттитшсайоп зузетз. 
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МЕТОД ПОВЫШЕНИЯ КОЭФФИЦИЕНТА ЭЛЛИПТИЧНОСТИ 
АНТЕННЫ С ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ ПОЛЯРИЗАЦИЕЙ 


А.Г. Степанян, Т.А. Григорян, Д.А. Казарян, Л.Х. Хачатрян 


Национальный Политехнический Университет Армении 
Институт Информатики и Телекоммуникационных технологий и Экономики 


АННОТАЦИЯ 


В данной статье речь идет о том, что в ряде радиотехнических систем ис- 
пользование антенн с круговой поляризацией стало чрезвычайно важным и ак- 
туальным. В настоящее время предлагаются различные решения для создания 
антенн с круговой поляризацией нового типа и увеличения коэффициента эллип- 
тичности антенн. Также необходимо создать такие антенны, которые будут 
иметь небольшие размеры и массу и будут интегрированы в радиотехнические 
схемы. Исследована и сконструирована микрополосковая антенна с эллиптичес- 
кой поляризацией, из которой получена антенна с круговой поляризацией с 
двухпортовым питанием. Проектирование проводилось в программной среде 
ЕЕКО. Результаты расчетов представлены в виде графиков. Разработанную ан- 
тенну можно использовать в системе 50. 

Ключевые слова: круговая поляризация, микрополосковая антенна, с 
двухпортовым питанием, коэффициент эллиптичности, программная среда 
ЕЕКО, 50. 
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АННОТАЦИЯ 


В данной работе представлены результаты создания удобного 
инструмента для обработки результатов молекулярного докинга с 
использованием методов кластеризации и визуализации. Одной из 
основных задач современной биоинформатики является анализ 
больших данных, полученных в результате медико-биологических 
исследований. 

Ключевые слова: биоинформатика, молекулярный докинг, 
АшорПоскКуша, ЕОВЕГ, кластеризация. 
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Введение 


С каждым годом увеличивается количество биологических дан- 
ных. Это является результатом быстро развивающихся эксперимен- 
тальных и теоретических знаний о биообъектах, и в данном контексте 
адаптация и применение новых методов обработки больших данных 
считается одной из приоритетных задач современной биоинформати- 
ки [1]. При этом обработка полученных результатов является довольно 
трудоемким процессом, связанным с одновременным использованием 
различных программных пакетов и модулей, где выходные результаты 
отображаются в разных файловых форматах с использованием разных 
алгоритмов [2]. Автоматическая обработка, управление, анализ дан- 
ных, полученных экспериментальным путем, существенно облегчают 
процесс интерпретации полученных результатов. Важнейшей задачей 
для решения данной проблемы является классификация и структури- 
зация полученных результатов, ярким примером которого считается 
процесс кластеризации с использованием машинного обучения [3]. 

Кластерный анализ (кластеризация, самообучение, обучение без 
учителя или таксономия) используется для автоматического создания 
списка шаблонов с помощью обучаемых данных [4]. Все предметы, то 
есть подлежащие кластеризации данные представляются системе, не 
указывая, к какому типу они принадлежат. Предполагается, что дан- 
ные, изучаемые в области свойств, состоят из ряда «шаров». Задача 
системы — выявить и сформулировать их. Это означает, что методы 
кластерного анализа позволяют разделить заданную группу данных на 
подгруппы подобных объектов, называемых «кластерами», «класса- 
ми» или «таксонами» [5]. 

Одним из биоинформатических методов прогнозирования взаи- 
модействия биологически активных соединений (лиганд) и биомакро- 
молекулой (мишень) является метод молекулярного докинга [6]. По- 
лученные пространственно-энергетические результаты молекулярно- 


ГО ДОКИНгГа являются оценочной функцией для понимания процессов 
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комплексообразования системы лиганд-мишень. В процессе обработ- 
ки полученных результатов часто приходится сталкиваться с пробле- 
мой конвертирования файловых форматов, систематизацией получен- 
ной информации, визуализацией и т.д. [6]. 

Разработка универсального инструмента, приводящая к автома- 
тизации процесса обработки и визуализации результатов #15со экс- 
перимента, в частности, результатов молекулярного докинга, намного 
упраздняет процесс интерпретации данных, сохраняя при этом время 
и ресурсы. В данной работе представлены результаты создания удоб- 
ного инструмента для обработки результатов молекулярного докинга 


с использованием методов кластеризации И визуализации. 
Материалы и методы 


Разработанная нами программа была реализована в среде Руфоп 
[8]. Алгоритм кластерного анализа ЕОВЕГ, реализован без использова- 
ния каких-либо библиотек. ЕОКЕГ, относится к классу таксономичес- 
ких алгоритмов [9]. Множество объектов, мощность которых равна т, 
можно разделить на К таксонов (К < п1) несколькими различными спо- 
собами. ЕОВЕГ использует Е-критерий, основанный на гипотезе ком- 
пактности. Объекты, принадлежащие одному и тому же таксону, рас- 
положены близко друг к другу по сравнению с объектами, принадле- 
жащими разным таксонам. В результате получаем шаровидные таксо- 
ны [10]. 

Определение геометрического расстояния объектов в многомер- 
ном пространстве проводился с использованием расчета Евклидового 
расстояния по уравнению 1. 


Ах, х’) = > |%-ж | (1) 
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Для работы с файлами *.раба использовался промежуточный 
модуль извлечения параметров наилучших конформеров с использо- 
ванием библиотек В!оРапдаз [11], Рапдаз [12], Матру [13]. Визуализа- 
ция кластеров проводилась с помощью библиотеки Маро [14]. 

В качестве исходных данных были взяты результаты трех раз- 
личных молекулярных докингов с образованием одного, двух и трех 
больших кластеров конформеров. Исследуемые молекулярные модели 
мишеней были взяты из банка данных ВСЪВ [15] с соответствующими 
идентификационными номерами РОВ ТФ: 1ТВС, 6\\9С, 4Х7О. В ка- 
честве лигандов были взяты молекулярные модели биоактивных сое- 
динений, предоставленные Научно-технологическим центром органи- 
ческой и фармацевтической химии НАНРА [16]. 

Для тестирования разработанной нами программы в качестве ба- 
зовых параметров были взяты полученные результаты докинга для 


трех комплексов лиганд-мишень (Таблица 1). 














Таблица 1. 
Базовые параметры молекулярного докинга 
для трех взаимодействий 
[^*] 
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Молекулярный докинг проводился с использованием программы 
Ачю Ооск У та [17], который имеет широкое применение в области 
биоинформатики и биомоделирования. В основе программы лежит Ла- 
маркский генетический алгоритм. Одним из особенностей этого прог- 
раммного пакета является возможность проведения «слепого докин- 
га», позволяющего изучать взаимодействие лиганд-мишень даже в том 
случае, когда активный центр мишени неизвестен. Прогнозирующий 
фактор данного программного пакета, иначе говоря, точность #15 со 


эксперимента, достаточно высока [18]. 


МО даа : Оа{а ргергосез$т? 
АшщоДоск Мпа Сопюгтег зсгеепт8 
Не пате (гез.*; оци.*] ВМ$0 1.5. >Он<2А. 





Оа{а Си${ейп? 
РОВЕЕ 
Ед=4А 


Я гогта{*.ю8; *.р4Ба 










Суде1. МОГЕЕ 2. 
х У 4 
-14.230 -43.486 27.348 
-14.853 -42.695 26,364 
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-14.375 -44.400 24.697 
-13.759 -45.194 25.688 









*814 1736 6267 
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Рис. 1. Алгоритм разработанной нами программы. 
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Сравнительный анализ полученных пространственных парамет- 
ров наилучших конформеров, выбранных на основе разработанной на- 
ми программы, был реализован с использованием программы В1ОУ[ГА 
Пу1зсоуегу Зато У1зиайтег [19]. В качестве оценочной функции иден- 
тичности конформеров был использован метод супер позиционирова- 
ния [20] (контрольный метод). На Рис. 1 приведен алгоритм разрабо- 
танной нами программы. 


Результаты и обсуждения 


Программа, разработанная нами, представляется набором из нес- 
кольких блоков. Первый блок — это исходные данные молекулярного 
докинга, которые отображаются двумя файлами с заданными парами 
форматов *.1ое и *.р4Бае. Результаты молекулярного докинга передают- 
ся в блок отбора (второй блок), где обрабатываются полученные данны- 
е. В результате этого этапа производится отбор лучших конформеров 
для последующего анализа. В качестве условия отбора используется 
значение среднеквадратического отклонения (ВМЗО 1.5.>0 и <2 А). 

В результате для каждого цикла проводится отбор конформеров, 
соответствующих условию с дальнейшим извлечением из *.1о>. Сле- 
дующим шагом проводится отбор пространственных параметров луч- 
ших конформеров из файлов *.р 46 в каждом цикле с последующим 
перемещением в *.сзу файл. 

Таким образом, в результате работы блока отбора получаются 
ряд файлов *.сзу, которые описывают положение атомов в трехмерном 
пространстве в результате взаимодействия лучших конформеров мо- 
лекулярной модели лиганда по отношению к мишени. На этом этапе 
отбираются также энергетические значения взаимодействий лучших 
конформеров. Последний указан во 2-м столбце файла *.102. Задача 
основного блока (третий блок) состоит в том, чтобы выполнить клас- 
терный анализ лучших конформеров, отобранных при помощи блока 
отбора. 
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На данном этапе каждый конформер считается отдельным объек- 
том, в качестве характеристики описывающийся трехмерными коорди- 
натами каждого атома. Используя алгоритм ЕОКЕГ, определяется рас- 
пределение лучших конформеров в трехмерном пространстве относи- 
тельно друг друга. Сходство объектов определялось эвклидовым рас- 
стоянием, используя фиксированное расстояние в качестве критерия. 


АРтег та1п с1и$фег1пд {Ве 619 с1из{ег$ аге: 1. 


1 с1а$$: ['сус1е_7_тоде1_4.с$\у', 'сус1е_7_тоде1_2.с$\', 'сус1е_7_тоде1_6. 
С$у', 'сус1е_4_тоде1_3.с$\у', 'сус1е_4_тоде1_6.с$\', 'сус1е_7_тоде1_3.с$у', 
'сус1е_5 тоде1_5.с$у' ] 

Тпе атоип{ оР {Ве 1 С1а$$: 7 


2 с1аз$: ['сус1е_6_тоде1_9.с$у', 'сус1е_6_тоде1_4.с$\', 'сус1е_2_тоде1_5. 
с$\', 'сус1е_3_тоде]1_9.с$\', 'сус1е_6_тоде1_12.с$\', 'сус1е_2_тоде]1_4.с$у' 
‚ 'сус1е_1 тоде1_9.с$у', 'сус1е_3_тоде]1_5.с$у'] 

Те атоип{ о {Не 2 С1аз$: 8 ах» 


АНег та Сшменяд фе 59 созхегу 






ЗАВ => 


Рис. 2. Визуализация результатов кластеризации и получения больших кластеров. 
1. Список лучших конформеров, входящих в большие кластеры. 
2. Распределение конформеров в местах связывания (получена на основе ВТОИА 
Р5соуегу шо Ивиай2ег). 3. Визуализация тех же конформеров, полученных при 
помощи нашей программы. 
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Необходимо отметить, что кластерный анализ с использованием 
алгоритма ЕОКЕГ. проводился в два этапа для достижения более точных 
результатов. На первом этапе для каждого из лучших конформеров вы- 
числялся «центр тяжести» путем расчета среднеарифметического зна- 
чения пространственных параметров о положении атомов (координаты 
Х, У, 7). Следующим шагом являются полученные значения «центров 
тяжести», где в качестве критерия фиксированного расстояния близос- 
ти была выбрана дистанция в 4 А. В результате были получены большие 
кластеры (Ыеса$егз). 

Вторым этапом рассматриваются сходства пространственных 
положений атомов конформеров, входящих в большие кластеры, где 
фиксированное расстояние близости равно 2 А= 5%. В этом случае 
Эвклидово расстояние между атомами конформеров не превышают 
установленное расстояние. В результате в больших кластерах образу- 
ются схожие субкластеры (забса$етз) (Рис. 3). 

Получение информации о субкластерах является ключевым фак- 
тором для отбора наилучшего положения конформеров в большом 
кластере. Необходимо отметить, что визуализация результатов отбора 
конформеров осуществляется при работе основного блока с отображе- 
нием в трехмерном пространстве. Известно, что пространственно- 
энергетические характеристики комплексообразования описывают 
структурно-функциональные особенности взаимодействия. Эти осо- 
бенности позволяют идентифицировать наилучшие конформеры, 
имеющие определенное положение относительно мишени и высокие 
энергетические значения при комплексообразовании. В результате 
программа выбирает «конформеры-лидеры» на основе пространствен- 
но-энергетических характеристик комплексообразования и представ- 
ляет пользователю для дальнейшей работы. Полученные нами резуль- 
таты свидетельствуют, что кластеры и субкластеры, полученные пу- 
тем кластеризации с использованием программы, практически иден- 


тичны с теми же результатами, полученных контрольным методом. 
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АРТег зесопа с1изфеглпа {Ве зибс1из{ет$ аге: 
1 с1и${ег'$ зибс1и${ег$ аге: 
[['сус1е_4_тоде1_6.с$\', 'сус1е_5_тоде1_5.с$\у', 'сус1е_7_тоде1_6.с$%'], [' 


сус1е_7_тоде1_3.с$у'], ['сус1е_7_тоде1_2.сзу'], ['сус1е_4_тоде1_3.с$\у'], [ 
'сус1е_7_тоде1_4.с$у']] 


ТВе атоуп+ о зибс1и$тет$ аге: 5 

2 с1из{ег'$ зибс1и${ег$ аге: 

([‘сусТе_3_тоде1_9.с$у'], ['сус1е_2_тоде1_5.с$у', 'сус1е_6_тоде1_12.с$у', 
'сус1е_1_то4е1_9.с5\у'], ['сус1е_3_тоде1_5.с$\'], ['сус1е_6_тоде1_4.с$%'], 
['сус1е_2_тоде1_4.с$\', 'сус1е_6_тоде1_9.сзу']] 

Тпе атоип{ оф зибс1и${ет$ аге: 5 сы 
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Рис. 3. Результаты кластеризации для полученных субкластеров. 
1. Список наилучших конформеров в субкласторе. 2. Отклонение 
пространственных параметров конформеров внутри субкластера, полученных 
контрольным методом. 3. Визуализация полученных субкластеров в трехмерном 
пространстве. 4. Вид субкластера на основе контрольного метода. 
5. Качественно-количественные характеристики полученных субкластеров, 
входящих в большой кластер. 
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Таким образом можно констатировать, что разработанная нами 
программа полностью соответствует требованиям и поставленным за- 
дачам полной автоматизации многоступенчатого процесса обработки 
результатов молекулярного докинга путем кластеризации и визуали- 
зации. Данная программа может стать удобным инструментом для 
быстрого и точного анализа результатов, полученных молекулярным 
докингом, при этом сохранить затраты на ресурсы и время, что явля- 
ется немаловажным. 
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